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一种 Ｇｏｄｕｎｏｖ算法及其在非平底流污染物
传输中的应用
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摘要：采用和谐的加权平均通量（ＷｅｉｇｈｔｅｄＡｖｅｒａｇｅＦｌｕｘ，简称ＷＡＦ）算法，研究了浅水波方程的间断解及污染物传输
问题。该算法采用ＷＡＦ格式和ＨＬＬＣＲｉｅｍａｎｎ求解器近似单元边界数值通量，中心差分格式离散地形源项，然后理
论上证明了该算法是和谐的。最后利用ＷＡＦ算法对非平底地形上浅水波间断解及污染物传输问题进行数值计算，
精确地捕捉到了间断解和污染物运动过程，结果表明该算法满足守恒性，具有高分辨率、无振荡及捕捉污染物运动边

界的能力。
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１　研究背景
河流、湖泊和近海岸的污染问题越来越严重，一

方面破坏了生态环境；另一方面对人类生命安全和

经济发展带来致命性的危害，因此有必要研究污染

物传输方式的数学模型。

污染物传输的数值算法包括浅水波和污染物传

输扩散的计算。在浅水波方程计算方面，近年来空

气动力学中的Ｇｏｄｕｎｏｖ［１］型有限体积算法越来越普
遍地应用到浅水波方程中，ＷＡＦ方法［２］是 Ｔｏｒｏ基
于Ｇｏｄｕｎｏｖ思想提出的显示、二次精度的守恒有限
体积格式。非平底河床是浅水方程计算的一个关键

问题，为了构造和谐的数值格式，Ｒｏｅ［３］提出迎风离
散双曲型方程中源项的思想；Ｂｅｒｍｕｄｅｚ和 Ｖａｚｑｕｅｚ
Ｃｅｎｄｏｎ［４］用迎风离散源项的方法计算了浅水波方
程；Ｈｕｂｂａｒｄ和 ＧａｒｃｉａＮａｖａｒｒｏ［５］用迎风离散源项的
方法构造了平衡源项和通量梯度的二阶格式；

Ｚｈｏｕ［６］等人对二维浅水波方程提出了水位梯度法。
对于污染物传输部分，考虑对流占优的问题，文章采

用垂直方向平均的传输方程，忽略了扩散项。数值

求解时，污染物传输方程作为整个系统的一个波系，

同浅水方程耦合求解。

本文首先构造了浅水波方程和污染物扩散方程

的二阶精度和谐 ＷＡＦ格式，然后用该算法研究了

非平底河床上浅水流的间断解及污染物传输问题，

将计算结果同精确解或其他文献比对，证明该方法

的计算结果精度高、分辨率高，能计算真实的溃坝和

污染物传输问题。

２　数值格式
２．１　浅水波及污染物传输方程

控制方程由浅水波方程和污染物运输方程组

成，其中，污染物部分主要研究污染物传输过程，忽

略污染物扩散项，如
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式中：Ｈ＝ｈ＋ｂ（ｘ）为水位高程；ｈ为水深，ｂ（ｘ）为河
床高程；ｑ＝ｈｕ为单宽流量；ｕ为流速，传输标量 ｒ＝
ｈｃ；ｃ为污染物浓度；ｇ为重力加速度。
２．２　ＷＡＦ有限体积格式

对式（１）关于区间［ｘｉ－１／２，ｘｉ＋１／２］×［ｔ
ｎ，ｔｎ＋１］
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积分，并应用格林（Ｇｒｅｅｎ）公式，则得有限体

Ｕｉ
ｎ＋１ ＝Ｕｎｉ－

Δｔ
ΔｘＦ

ｎ
ｉ＋１／２－Ｆ

ｎ
ｉ－１／

( )
２ ＋

Δｔ
Δｘ
Ｓｎｉ　。（２）

式中：Ｕｎｉ为解 Ｕ（ｘ，ｔ
ｎ）在单元 Ｉｉ内的空间平均，

Ｆｎｉ＋１／２为单元边界 ｘｉ＋１／２处的数值通量；Ｓ
ｎ
ｉ为数值源

项，这里采用ＴＶＤＷＡＦ格式给出数值通量，中心差
分格式离散源项。如图１所示，假设局部 Ｒｉｅｍａｎｎ
问题自相似解仅有激波结构，ＴＶＤＷＡＦ格式［７］的

数值通量为

ＦＷＡＦｉ＋１／２ ＝
１
２（Ｆｉ＋Ｆｉ＋１）－

１
２Σ

Ｎ

ｋ＝１
ｓｉｇｎ（ｃｋ）

（ｋ）
ｉ＋１／２ΔＦ

（ｋ）
ｉ＋１／２。

（３）
式中：ΔＦ（ｋ）ｉ＋１／２＝Ｆ

（ｋ）
ｉ＋１／２－Ｆ

（ｋ－１）
ｉ＋１／２为第 ｋ个波处通量的

跳量；Ｆｉ＝Ｆ（Ｕｉ
ｎ）和 Ｆｉ＋１＝Ｆ（Ｕ

ｎ
ｉ＋１）；Ｎ＝３为波数；

ｃｋ＝ＳｋΔｔ／Δｘ为波速Ｓｋ的ｃｏｕｒａｎｔ数；ｓｉｇｎ（ｃ）为符号
函数；（ｃ）为通量限制函数［８］。

图１　局部Ｒｉｅｍａｎｎ问题自相似解的波结构
Ｆｉｇ．１　Ｗａｖｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｓｅｌｆｓｉｍｉｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎ
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（４）

式（４）中变量ｐ可以为任意一个在波 ｋ处变化的物
理量，这里取ｐ（ｋ）＝Ｈ，ｋ＝１，３…；ｐ（２）＝ｒ，ｋ＝２。

为了计算 ＦＷＡＦｉ＋１／２，采用 ＨＬＬＣ解法器
［６］来近似

Ｒｉｅｍａｎｎ问题自相似解的中间状态，
［ＦＨＬＬＣ］（ｋ） ＝［Ｆ

ＨＬＬ］（ｋ），　　ｋ＝１，２；

［ＦＨＬＬＣ］（３） ＝
［ＦＨＬＬＣ］（１）ｖｌ， Ｓ２ ＞０；

［ＦＨＬＬＣ］（１）ｖＲ， Ｓ２ ＜０
{

。
（５）

下标（ｋ）表示通量向量的第 ｋ项，其中 ＨＬＬ求解器
定义为

ＦＨＬＬ ＝

Ｆｉ，　　　　　　　　　　　　 Ｓ１≥０；

Ｓ３Ｆｉ－Ｓ１Ｆｉ＋１＋Ｓ１Ｓ３（Ｕｉ＋１－Ｕｉ）
Ｓ３－Ｓ１

， Ｓ１ ＜０≤Ｓ３；

Ｆｉ＋１，　　　　　　　　　　　　 Ｓ３≤０










。

（６）

左右波速度Ｓ１和Ｓ３通过文献［７］给出，即

Ｓ１ ＝ｍｉｎ（ｕｉ－ ｇｈ槡 ｉ，ｕｓ－ ｇｈ槡 ｓ），

Ｓ３ ＝ｍａｘ（ｕｉ＋１＋ ｇｈｉ＋槡 １，ｕｓ＋ ｇｈ槡 ｓ

{
）。

（７）

式中

ｕｓ＝（ｕｉ＋ｕｉ＋１）／２＋ ｇｈ槡 ｉ－ ｇｈｉ＋槡 １；

ｇｈ槡 ｓ ＝（ ｇｈ槡 ｉ＋ ｇｈｉ＋槡 １）／２＋（ｕｉ－ｕｉ＋１）／４。

对于接触间断波的波速Ｓ２
［７］的估计为

Ｓ２ ＝
Ｓ１ｈ１（ｕｉ＋１－Ｓ３）－Ｓ３ｈｉ＋１（ｕｉ－Ｓ１）
ｈｉ（ｕｉ＋１－Ｓ３）－ｈｉ＋１（ｕｉ－Ｓ１）

。（８）

当出现干湿边界时Ｓ１，Ｓ３分别调整：
左干河床

Ｓ１ ＝ｕｉ＋１－２ ｇｈｉ＋槡 １，　Ｓ２ ＝ｕｉ＋１＋ ｇｈｉ＋槡 １。

（９）
右干河床

Ｓ１ ＝ｕｉ－ ｇｈ槡 ｉ，　Ｓ２ ＝ｕｉ＋２ ｇｈ槡 ｉ。（１０）
此时，式（８）中的 Ｓ３会自动和估计的干河床式（９）
或式（１０）重合。

为保证数值格式的稳定性，时间步长

Δｔ＝

ＣＦＬ Δｘ
ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｍ

ｍａｘ（ｕｉ－ ｇｈ槡 ｉ
，ｕｉ＋１＋ ｇｈｉ＋槡 １

）
。

（１１）
其中ＣＦＬ（０＜ＣＦＬ≤１）是Ｃｏｕｒａｎｔ数。

地形源项采用中心差分格式进行离散

－∫
ｘｉ＋１／２

ｘｉ－１／２
ｇＨｂ
ｘ
ｄｘ＝－ｇＨｉ（ｂｘｉ＋１／２－ｂｘｉ－１／２

）。

（１２）
２．３　和谐性质证明

为了证明 ＷＡＦ格式的和谐性，只需证明静态
条件ｑ＝０ｍ，Ｈ＝常数及ｒ＝常数时，下式成立

Ｆｉ＋１／２－Ｆｉ－１／２ ＝Ｓ
ｎ
ｉ　。 （１３）

　　由ＴＶＤＷＡＦ格式的数值通量定义式（３）和静
水条件，单元Ｉｉ右边界ｘｉ＋１／２处的数值通量为

ＦＷＡＦｉ＋１／２ ＝
１
２（Ｆｉ＋Ｆｉ＋１）－

１
２ ｓｉｇｎ（ｃ１）

（１）
ｉ＋１／２ ＦＨＬＬＣＬ －Ｆ( )

ｉ
[{ ＋

ｓｉｇｎ（ｃ２）
（２）
ｉ＋１／２ ＦＨＬＬＣＲ －ＦＨＬＬＣ( )

Ｌ
＋
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同理在ｘｉ－１／２处的数值通量为

ＦＷＡＦｉ－１／２ ＝
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１
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１
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　。 （１５）

同时由数值源项的定义式（１２）

－∫
ｘｉ＋１／２

ｘｉ－１／２
ｇＨｂ
ｘ
ｄｘ＝－ｇＨ（ｂｘｉ＋１／２－ｂｘｉ－１／２）。

（１６）
　　将式（１４），式（１５）和式（１６）分别代入式（１３）
很清楚地证明格式满足和谐性。

３　算　例

这里利用ＷＡＦ格式对非平底间断浅水波方程
中污染物传输问题进行了数值计算，研究了溃坝波

传播过程中污染物的传输过程和机理，试验结果表

明该算法可以精确地捕捉激波和污染物传输边界，

无振荡。

３．１　梯形河床上的污染物传输问题

本算例［８］梯形河床定义为

ｂ（ｘ）＝ ４．５ｍ， ｘ＞２ｍ；
０， ｘ＜２ｍ{

。

初始条件为

Ｈ０ ＝１８ｍ，ｑ０ ＝１８－ｂ（ｘ）；

ｒ０ ＝
１８－ｂ（ｘ）， ｘ＞２ｍ，
０， ｘ＜２ｍ{

。
（１７）

　　计算步长 Δｘ＝０．０８ｍ，ＣＦＬ＝０．９。Ｔ＝１ｓ时
计算结果如图 ２所示。ＷＡＦ算法计算的水位和
ＨＬＬＣ格式计算的水位吻合较好，同时由图３可知，

ＷＡＦ格式对污染物运动的计算比一阶精度的ＨＬＬＣ
格式分辨率要高，ＷＡＦ算法的计算数值耗散低。

图２　水面线
Ｆｉｇ．２　Ｗａｔｅｒｓｕｒｆａｃｅ

ｐｒｏｆｉｌｅ

图３污染物分布
Ｆｉｇ．３　Ｐｏｌｌｕｔａｎｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

３．２　溃坝波中的污染物传输问题
本算例研究了溃坝过程中污染物传输规律，计

算区域为２０００ｍ长的平底无摩擦河道，溃坝初始
条件如下：

Ｈ０ ＝
１ｍ， ｘ＜１０００ｍ，
０．５ｍ， ｘ＞１０００ｍ{

，
ｑ＝０；

ｒ０ ＝
０．７， ｘ＜９００ｍ，
０．９， ９００ｍ＜ｘ＜１０００ｍ，
０．２５， ｘ＞１０００ｍ

{
。

（１８）

采用１００个计算单元，ＣＦＬ＝０．９。Ｔ＝２５０ｓ时计算
水位和单宽流量如图４所示，可以看出ＷＡＦ格式比
ＨＬＬＣ格式计算的更逼近解析解。在污染物计算方
面，如图５，ＷＡＦ计算的污染物区域比 ＨＬＬＣ格式
窄，浓度更高，说明 ＷＡＦ比 ＨＬＬＣ在数值计算方面
的耗散低，精度高。

图４　水位和单宽流量
Ｆｉｇ．４　Ｗａｔｅｒｌｅｖｅｌａｎｄｄｉｓｃｈａｒｇｅｐｅｒｕｎｉｔｗｉｄｔｈ

　

图５　污染物中心分布
Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｏｌｌｕｔａｎｔｃｅｎｔｅｒ

３．３　带干湿河床的污染物传输问题
该算例利用ＷＡＦ算法研究干湿河床上的污染
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物传输问题［９］，初始条件为：

Ｈ０ ＝１０ｍ，　ｑ０ ＝
３５０ｍ３／ｓ， ｘ＜５０／３，
－３５０ｍ３／ｓ， 其它

{
。

ｒ０ ＝
Ｈ０－ｂ（ｘ）， ２５／３ｍ＜ｘ＜１２．５ｍ，

０，　　　 其它
{

。

（１９）
其中地形定义为

ｂ（ｘ）＝ １ｍ， ２５／３ｍ＜ｘ＜１２．５ｍ，
０， 其它

{
。

　　空间步长 Δｘ＝０．１ｍ，ＣＦＬ＝０．８。ｔ＝０．２５ｓ
时，计算结果如图６所示。ＷＡＦ格式计算的水位能
很好的和参考值吻合（该算例没有解析解，可采用

ＨＬＬＣ格式在２０００个网格下的计算结果作为参考
值）。并且精确地捕捉到阻碍物左边 ｘ＝２５／３ｍ处
的激波和 ｘ＝６．５ｍ处的水面涌起。同时，分析 ｔ＝
０．１８ｓ时污染物运动状态，如图７。可以看出 ＷＡＦ
比ＨＬＬＣ格式精度高。进一步，由初始条件产生的
向左和向右运动的２个稀疏波中间形成干河床，改
进后的ＷＡＦ算法可以很好处理干湿边界问题。该
算例说明ＷＡＦ算法具有高精度、高分辨率，及能处
理复杂干河床问题，具有真实问题的处理能力。

图６　Ｔ＝０．２５ｓ时刻水面线
Ｆｉｇ．６　ＷａｔｅｒｓｕｒｆａｃｅｐｒｏｆｉｌｅａｔＴ＝０．２５ｓ

图７　Ｔ＝０．１８ｓ时污染物分布
Ｆｉｇ．７　ＰｏｌｌｕｔａｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔＴ＝０．１８ｓ

４　结　语
本文利用二阶精度和谐 ＷＡＦ格式研究了浅水

波方程和污染物扩散问题，研究了污染物在溃坝、非

平底河床情况下的传播机理计算结果同精确解或其

他文献比对，证明该方法是高精度、高分辨率，能计

算真实的溃坝和污染物传输问题。
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