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裂纹尖端解析解与周边数值解
联合求解应力强度因子

苏海东，祁勇峰，龚亚琦

（长江科学院 材料与结构研究所，武汉　４３００１０）

摘要：由于裂纹尖端位移和应力分布的复杂性，采用常规数值方法（如有限元法）的插值方式不易获得快速收敛的

应力强度因子计算值。基于数值流形方法，提出将裂纹尖端Ｗｉｌｌｉａｍｓ解析解与其周边高阶多项式级数的数值解联
合应用以求解应力强度因子的新方法：在裂纹尖端所在网格的结点上采用 Ｗｉｌｌｉａｍｓ位移解析级数，并用结点自由
度强制约束方式得到裂纹尖端区域的解析级数；在与之相邻的周边网格内将解析级数与多项式级数用形函数连

接；给出应变矩阵和刚度矩阵的具体表达式及积分方式；利用数值流形方法的网格与材料边界分离的特性以及不

连续覆盖技术，使裂纹可以在网格内穿过，给材料边界（包括裂纹边界）附近的网格划分带来很大的方便；通过典型

算例验证了方法的有效性。考虑到Ｗｉｌｌｉａｍｓ级数是对裂纹尖端位移场的最佳逼近，这种新方法相比扩展有限元等
其他新方法而言将有更快的收敛性。
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　　线弹性断裂力学（ＬｉｎｅａｒＥｌａｓｔｉｃＦｒａｃｔｕｒｅＭｅ
ｃｈａｎｉｃｓ，简称ＬＥＦＭ）［１］是断裂力学中最早、也是发
展最完善的一个分支。它以线弹性力学为基础，将

结构视为带有裂纹的弹性体来研究裂纹的扩展问

题，其中，裂纹按受力和断裂特征分为３类：张开型
（Ｉ型）、滑开型（ＩＩ型）和撕开型（ＩＩＩ型）。根据经典
的弹性理论，在裂纹尖端附近的应力具有奇异性。

Ｉｒｗｉｎ在１９５７年提出了新的物理量———应力强度因
子 （ＳｔｒｅｓｓＩｎｔｅｎｓｉｔｙＦａｃｔｏｒ，简称 ＳＩＦ）来表征裂纹特
性，相应的有３类应力强度因子ＫⅠ，ＫⅡ和ＫⅢ。

计算应力强度因子的方法有解析法和数值方

法，前者只适用于简单形状。目前基于网格的数值

计算方法主要以有限元法为主，由于奇异性仅存在

于裂纹尖端附近很小的局部区域，往往存在网格划

分困难、收敛慢等问题。近年来出现的数值流形方

法［２］和扩展有限元法［３］提出了裂纹在网格内穿过

的技术，从而大大降低了网格划分的难度，后者还引

入了裂纹尖端位移场的特殊函数以加快收敛性，但

这些方法仍需进一步改进。本文基于数值流形方

法，提出裂纹尖端的解析解与其周边数值解联合应

用以求解应力强度因子的新方法。以下限于平面问

题，仅讨论Ⅰ型和Ⅱ型裂纹。

１　应力强度因子的数值计算方法及
其研究现状

　　建立如图１所示的裂纹尖端处的（ｒ，θ）极坐标。
以Ⅰ型（张开型）裂纹为例，根据经典的弹性理论，
裂纹尖端的位移、应力渐近场为：
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式中：

κ＝
３－４μ 平面应变，

３－μ
１＋μ

平面应力{ ；

Ｇ为剪切模量，Ｇ＝ Ｅ
２（１＋μ）

，其中，Ｅ为弹性模量，μ

为泊松比。
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图１　裂纹尖端附近
应力分布
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计算应力强度因子

的方法主要有解析法和

数值方法。复变函数、积

分变换等解析方法一般

只能求解简单形状的问

题，而数值计算方法适用

于复杂结构，包括目前应

用最多的有限元法以及

新兴的数值流形方法、扩

展有限元法等。

常规的有限元法要求在网格内使用连续函数作

为插值函数，且材料性能一致，因此在处理裂纹这样

的强不连续性问题时，一般要将裂纹尖点设置为单

元结点，裂纹面设置为单元的边，为模拟裂纹尖端的

奇异性需要布置非常细密的网格，而一旦裂纹发生

扩展，需沿着裂纹扩展方向不断地修改单元网格和

增加新结点，使用起来很不方便。

数值流形方法［２］（简称流形法）是石根华博士提

出的一种新的计算方法，它引入两套覆盖（网格）体

系：一是用于构造物理场近似解的数学网格；另一套

是表示材料边界、用于定义积分区域的物理网格。两

套覆盖体系相互独立，只要求前者在空间上完全包容

后者。这样，材料的物理边界可以与数学网格不匹

配，换言之，数学网格内可以有任意形状的材料体（称

为流形元）。目前所见的流形法多采用有限元网格作

为数学网格，在结点上采用级数表达式的覆盖函数

（一般为多项式级数，也可以是其他类型级数甚至是

解析解级数，未知量为级数的系数），通过有限元网格

的形函数（流形法中称为权函数）相连形成网格内的

插值函数。当采用多项式覆盖函数时，一般应用单纯

形精确积分法以保证数学网格内任意形状流形元的

积分精度。为避免歧义，以下所述的“网格”均指数学

网格。

对于不连续分析问题，流形法引入不连续覆盖来

模拟裂纹［２］，如图２所示的具有１条裂纹的材料体，
裂纹将网格分割成不连续的区域，每个区域称为一个

物理覆盖，在裂纹的两边采用不同的覆盖编号，比如，

结点覆盖７被裂纹分割成７１和７２，在网格７－８－
１３－１２中，材料体被裂纹分割成两个流形元，裂纹下
边的流形元覆盖为７１－８１－１３１－１２１，裂纹上边为
７２－８２－１３２－１２２。这样，裂纹可以在网格内部穿过，
巧妙地解决了常规有限元法裂纹面必须与单元边一

致、裂纹扩展后需要重新划分网格的问题。但目前，

流形法还难以处理裂纹尖端停留在网格中间的情况，

如图２中的网格８－９－１４－１３。

图２　有一条裂纹的材料体的矩形网格覆盖
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扩展有限元法［３］借鉴了流形法思想，裂纹同样可

以在有限单元中穿过，对于裂纹尖端停留在网格中间

的情况，在网格内引入附加基函数来扩展自由度，基

函数一般取为裂纹尖端渐近位移场（见式（１））中的

槡ｒｃｏｓ
θ
２，槡ｒｓｉｎ

θ
２等以反映裂纹尖端的奇异性。反过

来，也有流形法的相关文献［４］借鉴扩展有限元的这种

方式处理裂纹尖端停留在网格中间的情况。

以上方法求解应力强度因子时，都需要通过计算

裂纹尖端附近的位移或应力来推求应力强度因子，对

位移或应力的精度要求高。实际上，有一种更直接的

方法，利用裂纹尖端附近的Ｗｉｌｌｉａｍｓ位移解析级数［５］

直接求得应力强度因子。由于引入了与位移自由度

不同的级数系数作为未知数，因此裂纹尖端附近的这

种单元被称为杂交裂缝单元（ＨｙｂｒｉｄＣｒａｃｋＥｌｅｍｅｎｔ，
简称ＨＣＥ）。该单元与周边以位移为自由度的常规
单元的连接问题是该方法的研究重点，在常规有限元

法的框架下，这种连接过渡是比较困难的，一般要采

用特殊的网格划分［６］，或者如文献［７］提出的广义参
数单元。

流形法具有解析解和数值解联合应用的方便

性，作者曾在文献［８］中应用这种特性很好地求解
了带有特殊无限域流场的流固耦合问题。本文沿用

这种思路，运用裂纹尖端附近的 Ｗｉｌｌｉａｍｓ解析解与
周边数值解联合求解应力强度因子。

２　裂纹尖端位移场的Ｗｉｌｌｉａｍｓ级数解
析解及其覆盖函数

　　如图１所示的裂纹尖端区域，Ｗｉｌｌｉａｍｓ位移级
数解为（裂纹边界满足无应力条件）

ｕ＝Σ
ｍ

ｉ＝０

１
２ｒ

ｉ／２［ａｉｆ
ｘ
ｉ１（θ）＋ｂｉｆ

ｘ
ｉ２（θ）］；

４８　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　长江科学院院报　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１３年
　　



ν＝Σ
ｍ

ｉ＝０

１
２ｒ

ｉ／２［ａｉｆ
ｙ
ｉ１（θ）＋ｂｉｆ

ｙ
ｉ２（θ）］。 （３）

式中：
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ａｉ，ｂｉ为待求系数，其中 ａ０，ｂ０代表刚体位移项。应
力强度因子与ａｉ，ｂｉ的关系是

ＫⅠ ＝ ２槡πＧａ１，　　ＫⅡ ＝ ２槡πＧｂ１。 （４）

图３　裂纹尖端附近
的矩形网格
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显而易见，Ⅰ型裂纹表达
式（１）就是式（３）中取ｉ＝
１，ｍ＝１及 ｂｉ＝０的特殊
情况。

如图３所示，在裂纹
尖端所在的矩形网格６－
７－１１－１０内，每个结点
均采用式（３）的覆盖函数
形式，并用矩形网格的形

函数ｗｊ连接，形成网格内
的插值函数，写成矩阵形

式：
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　　本文提出了采用结点自由度之间的强制约束方
法，将该网格的结点 ７，１１，１０约束到结点 ６，即令
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，则根据形函数 Σ
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的关系，从而在该网格内形成独立的解析解覆盖
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正好就是式（３）的矩阵形式。

以下推导应变矩阵和刚度矩阵。根据式（５），
应变子矩阵的第ｉ项为
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ｉ
２ｃｏｓ

ｉ
２θ＋ｃ

ｙ
ｉ１２（
ｉ
２－２）ｃｏｓ（

ｉ
２－２）θ；

ｆｙｉ２（θ）
θ

＝－ｃｙｉ２１
ｉ
２ｓｉｎ

ｉ
２θ＋ｃ

ｙ
ｉ２２（２－

ｉ
２）ｓｉｎ（

ｉ
２－２）θ。

另外：

ｒ
ｘ
＝
ｘ－ｘ０
ｒ ；　　

ｒ
ｙ
＝
ｙ－ｙ０
ｒ ；

θ
ｘ
＝
－（ｙ－ｙ０）
ｒ２

；　　θ
ｙ
＝
ｘ－ｘ０
ｒ２
。
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（ｘ０，ｙ０）为裂纹尖端坐标。
刚度子矩阵

［Ｋｒｓ］＝∫Ａ［Ｂｒ］Ｔ［Ｄ］［ＢＳ］ｄＡ　，
ｒ，ｓ＝０，１，…，ｍ。 （９）

式中：［Ｄ］为弹性矩阵，Ａ为流形元面积。

３　裂纹周边网格内的解析解与数值
解的覆盖联系

　　除了裂纹尖端所在的网格外，在裂纹周边与该
网格相连的其他网格内，位移统一表示为

ｕ{ }ν＝Σｊ＝１ｗｊΣ
ｍ

ｉ＝０

１
２ｒ

ｉ／２ ｆ
ｘ
ｉ１（θ） ｆｘｉ２（θ）

ｆｙｉ１（θ） ｆｙｉ２（θ
[ ]

）

ａｉ
ｂ{ }
ｉ

＋

Σ
ｌ＝１
ｗｌΣ

ｈ

ｎ＝０
Σ
ｎ

ｋ＝０

ｘｎ－ｋｙｋ ０
０ ｘｎ－ｋｙ

[ ]ｋ ｃｎｋ
ｄ{ }
ｎｋ

　。 （１０）

其中：ｃｎｋ，ｄｎｋ为待求的多项式系数；ｎ，ｋ为多项式阶
次（ｈ为多项式的最高阶次）；ｗｊ，ｗｌ为相应于各结点
的形函数；ｊ和ｌ的个数根据网格而定，但保持ｊ＋ｌ＝
４。显然，取ｌ＝０则退化到解析解覆盖式（６）。

如图３所示裂纹周边网格，比如：网格３－４－８
－７中的结点７为解析解覆盖，其它３个结点为数
值解覆盖；网格７－８－１２－１１中的结点７和结点１１
为解析解覆盖（强制约束为同一覆盖函数），结点８
和结点１２为数值解覆盖；网格５－６－１０－９采用不
连续的覆盖，实现裂纹两边的独立运动。

对于解析解覆盖结点ｊ处的第ｉ项，其应变矩阵
为

［Ｂｊｉ］＝


ｘ

０

０ 
ｙ


ｙ


















ｘ

（
１
２ｗｊｒ

ｉ／２ ｆ
ｘ
ｉ１（θ） ｆｘｉ２（θ）

ｆｙｉ１（θ） ｆｙｉ２（θ
[ ]

）
）。

（１１）
而对于数值解覆盖结点ｌ处，第ｑ项的应变矩阵为

［Ｂｌｑ］＝


ｘ

０

０ 
ｙ


ｙ


















ｘ

（ｗｌ
ｘｎ－ｋｙｋ ０
０ ｘｎ－ｋｙ

[ ]ｋ）。（１２）

解析覆盖与数值覆盖相关的刚度子矩阵为

［Ｋｊｉｌｑ］＝∫Ａ［Ｂｊｉ］Ｔ［Ｄ］［Ｂｌｑ］ｄＡ
或　［Ｋｌｑｊｉ］＝∫Ａ［Ｂｌｑ］Ｔ［Ｄ］［Ｂｊｉ］ｄＡ。 （１３）

　　由式（７）至式（１３）可见，刚度矩阵积分中具有
非多项式的函数，因此基于多形式函数的单纯形积

分公式无法应用。本文采用三角形区域的 Ｈａｍｍｅｒ
积分［９］，为保障数值积分的精度，考虑一种逐步的

积分区域加密方式，如图２中的网格８－９－１４－１３
中形成的流形元（见图４），取其中心与流形元各边
相连形成三角形积分区域即可进行Ｈａｍｍｅｒ数值积
分，若积分精度不够，则在各三角形中，将边中点相

连分解成４个小三角形，以此类推。一般而言，只需
加密１次、最多２次就可以满足积分精度要求。

图４　积分区域加密
Ｆｉｇ．４　Ｓｕｂｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｄｏｍａｉｎｓ

４　算　例
以无限长条为例，考虑以下几种典型裂纹。

４．１　两端受均布拉力的内部裂纹
如图５（ａ）所示，在宽度为Ｂ的无限长条中央有

一条长度为２ａ的内部裂纹，长条两端受均布拉力 ｐ
的作用。当４ａ＜Ｂ时，应力强度因子理论值［１０］为

ＫⅠ ＝ Ｂｔａｎ（πａ／Ｂ槡 ）ｐ。取 ａ＝０．０５ｍ，Ｂ＝０．８ｍ，
ｐ＝０．３ｋＮ／ｃｍ，则ＫⅠ理论值为１．２０。

图５　无限长条内的裂纹
Ｆｉｇ．５　Ｃｒａｃｋｓｉｎａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｓｔｒｉｐｅ

４．２　两端受均布拉力的边界裂纹
见图５（ｂ），长条的宽度为ｗ＝０．４ｍ，其他同图５

（ａ），应力强度因子理论值［１０］为ＫⅠ＝ｐ π槡 ａｆ（ａ／ｗ），

６８　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　长江科学院院报　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１３年
　　



其中，ｆ（ａ／ｗ）＝１．１２－０．２３（ａ／ｗ）＋１０．６（ａ／ｗ）２－
２１．７（ａ／ｗ）３＋３０．４（ａ／ｗ）４，该算例中ＫⅠ数值为１．４５。
４．３　在裂纹嘴处受一对集中切向力作用的边界

裂纹

　　如图５（ｃ）所示，无限长条在其裂纹嘴处有一对
集中切向力Ｆ＝３ｋＮ，其应力强度因子理论值［１０］为

ＫⅡ ＝Ｆ（２／ π槡 ａ）ｆ（ａ／ｗ），其中
ｆ（ａ／ｗ）＝［１．３０－０．６５（ａ／ｗ）＋０．３７（ａ／ｗ）２＋

０．２８（ａ／ｗ）３］／ １－（ａ／ｗ槡 ）　，
该算例中ＫⅡ理论值为１．９８。

流形元网格见图６，图６（ａ）为整体网格，图 ６
（ｂ）为裂纹附近的网格，网格尺寸为０．０１２５～
０．０２ｍ，其中对于本文４．１节裂纹，考虑对称性取一
半计算，对称面施加法向约束，图中横向粗线表示裂

纹，竖向粗线为对称面，可见流形网格与物理边界不

一致。而对于本文４．２节和４．３节的裂纹，在侧向不
加法向约束。

图６　流形元网格
Ｆｉｇ．６　ＮＭＭ ｍｅｓｈｅｓ

对于两端受均布拉力的内部裂纹（本文４．１
节），应力强度因子ＫⅠ的计算结果见表１，随着Ｗｉｌ
ｌｉａｍｓ级数的阶数ｍ以及周边数值解多项式函数最
表１　应力强度因子ＫⅠ（两端受均布拉力的内部裂纹情况）

Ｔａｂｌｅ１　ＳｔｒｅｓｓＩｎｔｅｎｓｉｔｙＦａｃｔｏｒＫⅠ（Ｔｗｏｅｎｄｓ
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｕｎｉｆｏｒｍｔｅｎｓｉｏｎ，ｉｎｔｅｒｎａｌｃｒａｃｋ）

ｍ ｎ＝０ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３
１ ０．９０ １．０８ １．１４ １．１４
２ ０．９７ １．１３ １．１９ １．２０
３ １．０１ １．１５ １．２２ １．２２
４ １．００ １．１４ １．２１ １．２２
５ １．０３ １．１７ １．２３ １．２４
６ １．０３ １．１６ １．２２ １．２３
７ １．０３ １．１６ １．２２ １．２３

注：ｍ为Ｗｉｌｌｉａｍｓ级数的阶数；ｎ为数值解多项式函数的最高阶数。

高阶数 ｎ的增加，ＫⅠ的渐近值为１．２３，与理论值
１．２０很接近。

计算两端受均布拉力的边界裂纹（本文４．２
节），理论值为１．４５，计算得到的 ＫⅠ渐近值也为
１．４５。

再计算边界裂纹受一对集中切向力的裂纹（本

文４．３节），理论值为１．９８，计算得到的 ＫⅡ渐近值为
２．００。

从以上计算结果可见，本文方法可以得到精度

很高的应力强度因子计算值。以下对裂纹尖端附近

的网格密度问题进行讨论。

图７　裂纹周边的局部
流形元网格（粗网格）

Ｆｉｇ．７　ＣｏａｒｓｅＮＭＭ
ｍｅｓｈｅｓａｒｏｕｎｄｔｈｅｃｒａｃｋｔｉｐ

如图 ７所示，将数学
网格的尺寸加大，裂纹尖

端附 近 的 网 格 尺 寸 为

０．０３～０．０５ｍ。对于两端
受均布拉力的内部裂纹，

应力强度因子 ＫⅠ的计算
结果见表２，可见计算精度
明显降低，ｍ至少取到 ７
阶以上，ＫⅠ才能达到１左
右。随着阶数的升高，计

算也表现出一定的不稳定

性，这表明本文方法对裂

纹附近的网格密度仍有一

定的要求，当网格密度不够时，计算结果不理想。至

于如何判断是否达到理想的网格密度，这涉及到流

形法的精度分析问题，需要更深入的研究。

表２　应力强度因子ＫⅠ（两端受均布拉力的
内部裂纹，粗网格）

Ｔａｂｌｅ２　ＳｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒＫⅠ（Ｔｗｏｅｎｄｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄ
ｔｏｕｎｉｆｏｒｍｔｅｎｓｉｏｎ，ｉｎｔｅｒｎａｌｃｒａｃｋ，ｃｏａｒｓｅｍｅｓｈｅｓ）

ｍ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６
７ ０．９４ １．０４ １．０９ ０．９５ １．０５
８ ０．８８ ０．９０ ０．９１ ０．９２ ０．９２
９ １．２４ １．３５ ０．９８ １．５３ １．６０
１０ １．１０ １．１３ １．１６ １．１７ １．１５
１１ １．０１ １．０７ １．０９ １．１５ １．１２

５　结　语

由于裂纹尖端位移和应力分布的复杂性，用常

规有限元网格的插值函数去逼近裂纹尖端的位移和

应力是不易做到的，必须在裂纹尖端附近布置非常

细密的网格。近年来发展起来的扩展有限元采用了

裂纹尖端渐近位移场中的特征函数，能够比常规有

限元插值函数更好地反映出裂纹尖端的奇异性，因
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而收敛较快。但扩展有限元只是使用了裂纹尖端渐

近位移场的部分特征函数，而本文方法采用的 Ｗｉｌ
ｌｉａｍｓ解析级数是对裂纹尖端位移场的最佳逼近，同
时，周边数值解采用的高阶多项式插值函数相对于

常规有限元和一般扩展有限元的普通插值多项式而

言逼近的精度更高，因此本文方法收敛最快。

常规有限元和扩展有限元计算应力强度因子通

常采用的“直接”法，需要通过裂纹尖端附近的位移

或应力去拟合裂纹尖端的表达式进而推求应力强度

因子；而所谓Ｊ积分的“间接”法，也需要在裂纹上、
下表面定义的一个回线上进行积分，不同的回线得

到的结果也会有差异。这些操作会引入额外误差。

本文方法将应力强度因子作为方程组的未知数，不

需要其他操作，是最“直接”最便利的方法，不会引

入额外误差。

对于杂交裂缝单元（ＨＣＥ）方法，虽然也是利用
裂纹尖端附近的Ｗｉｌｌｉａｍｓ解析解级数直接求应力强
度因子，但这种单元与周边以位移为自由度的常规

单元的连接过渡是比较困难的。在这一点上，本文

方法具有较大的优势，流形法的不连续覆盖技术可

以使裂纹在网格内穿过，这是常规有限元法以及在

其框架下的ＨＣＥ方法很难做到的。
综上所述，本文方法相比现有方法具有更快速

的收敛性和更大的方便性。另外，对于流形法的研

究而言，本文方法的意义在于：

（１）虽然流形法自诞生之时就以不连续覆盖的
非连续变形分析方法而闻名于世，但如何处理裂纹

尖端停留在网格内部的情况一直是其难以解决的问

题，甚至落后于较晚出现的扩展有限元法，而本文方

法成功解决了此问题。

（２）本文方法是继文献［８］之后的数值解和解
析解联合运用的又一典型实例，再一次验证了梁国

平教授在文献［２］的序中所述的“采用数值流形方
法很容易就解决了人们多年来研究的至今尚未有好

的解决办法的局部区域解析法以及有限元与解析法

相结合的方法”，充分体现出流形法的优势。

本文方法虽然有更快的收敛性，但对裂纹尖端

附近的网格密度仍有一定的要求，必要时需要加密

网格。采用常规的网格加密方法，从普通大小的网

格过渡到裂纹尖端处小一至两个数量级尺寸的网格

是比较困难的。我们最近研究的部分重叠覆盖的流

形法，可以方便地做到大小网格之间的协调过渡，非

常适合于裂纹尖端的网格加密，将在另文介绍。

致谢：感谢数值流形方法的发明者石根华博士的指导。
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