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摘要：解析法是库岸边坡地下水浸润线计算中便于实际应用的方法，但该方法须基于若干假定并对潜水运动基本

方程线性化后才能求解。针对各假定和线性化过程建立不同的地下水渗流数学模型，用解析法和有限元法解答上

述数学模型，分析各误差大小及其规律。结果表明：库岸垂直处理带来的误差要小于方程线性化处理和不考虑非

饱和渗流带来的误差，而且它们都随渗透系数变大而减小；在三峡库区库水调度情况下，假定库水位等速变化带来

的误差对大多岸坡而言可以忽略；计算库岸边坡地下水浸润线时，解析法只适用于水位变化幅度相比含水层厚度

较小，且几何边界规则、岩土结构简单、岩土体渗透性较好时的情况。
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１　研究背景
库水波动是影响库岸边坡变形破坏最主要的动

态因素，库水波动下库岸边坡地下水浸润线的合理计

算对库区滑坡稳定性分析和预测预报都有重要意义。

近几十年来，很多学者采用不同方法对边／滑坡
地下水渗流问题进行了研究，如文献［１－２］分别用
有限元方法研究了降雨和库水波动下边坡地下水渗

流场的变化趋势；文献［３］用有限差分法研究了降
雨和库水波动联合作用下的滑坡地下水浸润线。数

值方法能较好解答复杂初始条件和边界条件下的

边／滑坡地下水浸润线问题，但目前还未在工程实际
中广泛使用，解析法是比数值法更容易推广应用的

实用方法。文献［４－６］基于含水层均质、侧向无限
延伸并具水平不透水层，库岸垂直，初始地下水位水

平和潜水流为一维流等假定，用解析解法研究了不

考虑降雨和蒸发作用时库水位等速变化下的滑坡地

下水浸润线。文献［７－１０］在上述假定的基础上研
究了考虑降雨和蒸发影响时的情况，文献［１１］用解
析解法研究了库水位呈正弦半波曲线变化时的滑坡

地下水浸润线。上述解析解都是基于一定假定并对

方程线性化处理后得到的，然而，用解析法计算的

边／滑坡地下水浸润线经常与实际情况不符，这主要

是因为没有系统地研究各种假定和线性化过程带来

的误差并分析其适用条件。

结合前人研究成果，本文基于一定假定建立了

不同的库岸边坡地下水渗流数学模型，并求出了库

水位呈任意函数波动下的库岸边坡地下水浸润线解

析解。通过对比分析不同数学模型的数值解和解析

解，研究了库岸边坡垂直处理、潜水运动基本方程线

性化处理、假定库水位等速变化、不考虑非饱和渗流

和Ｄｕｐｕｉｔ假定带来的误差及其规律，从而分析计算
库岸边坡地下水浸润线解析法的适用范围。

２　解析解答

２．１　基本假定
由于潜水运动基本方程（即布西涅斯克方程）是

一个二阶非齐次偏微分方程，只有通过一定的假定并

对方程线性化处理后才能给出浸润线的解析解。本

文在建立用于解析解答的数学模型时，有以下基本假

定：①含水层均质、各向同性，侧向无限延伸并具有
水平隔水层；②潜水流为一维流，不考虑垂直潜水面
方向的渗流（ｄｕｐｕｉｔ假设）；③ 库水波动范围的岸坡
垂直；④不考虑非饱和渗流，即岩土介质的渗透性与
其含水量无关；⑤由于降雨入渗和蒸发作用下岩土体
中水的渗流过程十分复杂，目前的处理方法都有较大
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的误差［１２］，本文不考虑降雨入渗和蒸发情况。

２．２　计算模型
基于上述假设，可建立如图１所示的几何模型

（将隔水底板高程定为０ｍ）。

图１　几何模型
Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌ

不考虑降雨入渗和蒸发作用时，潜水一维非稳

定运动的基本方程为


ｘＫｈ

Ｈ
( )ｘ ＝μ

Ｈ
ｔ
　。 （１）

式中：潜水面上升时μ为重力给水度，下降时μ为饱
和差；ｔ为时间；Ｋ为渗透系数；ｘ为位置坐标；ｈ为含
水层厚度；Ｈ为总水头（隔水底板水平时，ｈ和 Ｈ相
等）。式（１）为一非线性方程，须对其线性化后才能
解答，通常采用的线性化方法是用平均含水层厚度

ｈｍ近似代替ｈ。设水位传导系数ａ＝Ｋｈｍ／μ，有

ａ
２ｈ
ｘ２
＝ｈ
ｔ
　。 （２）

　　设ｓ（ｘ，ｔ）＝ｈ（ｘ，ｔ）－ｈ（ｘ，０），可得到以含水层
厚度变化函数ｓ（ｘ，ｔ）为未知函数的数学模型：
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



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
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（３）

式中 ｆ（ｔ）为库水位变动函数，可由库水位 －时间曲
线经过函数拟合得到。

２．３　解析解
对于上述数学模型，通过对 ｔ进行拉普拉斯正

变换，解答常微分方程，可得

Ｓ（ｘ，ｐ）＝Ｆ（ｐ）ｅ－槡
ｐ
ａｘ，　　ｘ＞０，ｐ＞０。（４）

式中：Ｓ（ｘ，ｐ）为 ｓ（ｘ，ｔ）关于 ｔ的拉普拉斯变换，
Ｆ（ｐ）为ｆ（ｔ）关于ｔ的拉普拉斯变换。运用拉普拉斯
变换的微分性质和卷积定理对上式进行拉普拉斯逆

变换，有

ｓ（ｘ，ｔ）＝Ｌ－１［Ｆ（ｐ）ｅ－槡
ｐ
ａｘ ＝ ｘ

２ａ槡π
∫
ｔ

０
ｆ（τ）ｅ

ｘ２

４ａ２（ｔ－τ）ｄτ，

ｘ＞０，　ｔ＞０。 （５）
所以有：

ｈ（ｘ，ｔ）＝ｈ（ｘ，０）＋ ｘ
２ａ槡π
∫
ｔ

０
ｆ（τ）ｅ

ｘ２

４ａ２（ｔ－τ）ｄτ，

ｘ＞０，　ｔ＞０；
ｈ（ｘ，ｔ）＝ｈ（ｘ，０）＋ｆ（ｔ），　ｘ＝０，ｔ＞０。（６）

　　若假定库水位等速变化，即 ｆ（ｔ）＝ｖｔ，ｖ为库水
变化速度，上升为正，下降为负。则

Ｓ（ｘ，ｐ）＝Ｆ（ｐ）ｅ－槡
ｐ
ａｘ ＝

ｖ０
ｐ２
ｅ－槡

ｐ
ａｘ。 （７）

　　对上式（７）进行拉普拉斯逆变换，有

ｓ（ｘ，ｔ）＝Ｌ－１［
ｖ０
ｐ２
ｅ－槡

ｐ
ａｘ］＝

ｖｔ·４ｉ２ｅｒｆｃ（ ｘ
２槡ａｔ

）＝ｖｔＭ（ ｘ
２槡ａｔ

）。 （８）

由于Ｍ（０）＝１，ｈ（ｘ，ｔ）可写成下列统一格式：
ｈ（ｘ，ｔ）＝ｈ（ｘ，０）＋ｓ（ｘ，ｔ）＝

ｈ（ｘ，０）＋ｖｔＭ（ ｘ
２槡ａｔ

），

ｘ≥０，　ｔ＞０　。 （９）
其中，

ｉ２ｅｒｆｃ（ｚ）＝ ２

槡π
∫
∞

ｚ∫
∞

ｚ∫
∞

ｚｅ
－ｕ２ｄｕｄｚｄｚ　。 （１０）

　　Ｍ（ｚ）为一特殊函数，可查表获得对应不同 ｚ值
的函数值［１３］，本文对 Ｍ（ｚ）函数用多项式拟合成如
下公式：

Ｍ（ｚ）＝－０．００８ｚ６＋０．０３６ｚ５＋０．０７１ｚ４－
０．７８６ｚ３＋１．９９６ｚ２－２．２５４ｚ＋１。 （１１）

　　具体解答时，平均含水层厚度ｈｍ涉及到渗流结
束时的含水层厚度，需迭代才能确定。迭代初值取

为ｈ０＋１／３Ｈ′，ｈ０为初始状态的平均含水层厚度，Ｈ′
为库水上升或下降的幅度，上升为正，下降为负。用

初值代入浸润线计算函数，可得渗流结束时的平均

含水层厚度ｈｍｎ，当ｈｍｎ与上一步计算结果ｈｍｎ－１相差
足够小时，即可停止迭代计算。

３　误差分析
针对上述建立数学模型时的诸多假定和解答过

程中的线性化方法，建立不同的“参照”模型，用有

限元程序解答上述“参照”模型并与对应的解析解

做比较分析，就可得到各种误差的大小和规律。本

文用Ｐ＝
ｓ槡２

ｓ槡１

×１００％表示浸润线计算误差，式中（如

图２所示）：ｓ１为 ｘ轴、“参照”模型的浸润线、过２
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条浸润线交点且平行于 ｈ轴的直线三者围成的面
积；ｓ２为２条浸润线围成的面积。本文以三峡库区
巴东新县城东部的赵树岭滑坡为例进行研究。赵树

岭滑坡为一基岩顺层滑坡，滑体南北长约１０００ｍ，
东西宽平均３５０ｍ，滑体平均厚度约３５ｍ。滑体主
要由块裂、碎裂岩、含泥碎块石及碎块石组成；基岩

则以Ｔ２ｂ２紫红色粉砂质泥岩、泥质粉砂岩为主。

图２　岸坡垂直处理误差分析
Ｆｉｇ．２　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｒｒｏｒｓｃａｕｓｅｄｂｙａｓｓｕｍｉｎｇ

ｔｈａｔｔｈｅｒｅｓｅｒｖｏｉｒｂａｎｋｉｓｖｅｒｔｉｃａｌ

３．１　岸坡垂直处理带来的误差
解析解答中建立渗流数学模型时假定库水波动

范围内的岸坡（图１中的Ａ′Ｂ段）坡度为９０°。分别
建立对应图１中实际剖面和假定剖面的有限元数值
模型，取平均渗透系数为０．３ｍ／ｄ，库水位自３４ｍ高
程以１ｍ／ｄ速度经３０ｄ上升至６４ｍ时的地下水浸
润线计算结果如图２所示。
２种数值模型的浸润线计算结果较为接近，Ｐ＝

６．９％。实际岸坡剖面的浸润线要比垂直处理后岸
坡的浸润线计算结果更陡一些。如图１所示，岸坡
剖面的垂直化处理相当于“削”掉了一部分岸坡岩

土体，使得库水在补给岸坡地下水时，其渗流路径更

短，这就导致岸坡内地下水浸润线随库水位变化的

响应更快。因此，库水上升时，垂直处理后岸坡的浸

润线形状相对缓一些。当平均渗透系数取值变大，２
种模型计算的浸润线都会越来越接近水平，这时 Ｐ
将逐渐变小至０。
３．２　方程线性化处理带来的误差

有限元法不必对方程线性化处理即可得到浸润

线计算结果，因此，通过数值解和解析解的比较就可

得到方程线性化处理过程带来的误差。建立 ｋ＝
０．３ｍ／ｄ，初始水位为２０ｍ高程并以１ｍ／ｄ速度上
升的地下水渗流数学模型。不同库水位波动幅度下

的数值解和解析解如图３所示，Ｐ值如表 １所示。
可以看出，随着库水位波动幅度ΔＨ′的增大，解析解
的误差越来越大。若以 Ｐ＝１５％为容许误差值，解
析解法只适用于ΔＨ′／ｈｍ小于３０％的情况。
３．３　假定库水位等速变化带来的误差
　　本文虽然给出了库水位呈任意函数变化时的库

图３　不同库水位波动幅度下的数值解和解析解
Ｆｉｇ．３　Ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃａｎｄａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ

ｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｓ

表１　不同库水上升幅度下的Ｐ值
Ｔａｂｌｅ１　ＶａｌｕｅｓｏｆＰｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｒｉｓｅ
ｈ０／ｍ ΔＨ′／ｍ ΔＨ′／ｈｍ Ｐ／％

２０

５ ０．１２ ６．７
１０ ０．２１ １０．３
１５ ０．３１ １５．０
２０ ０．４０ １６．７
２５ ０．４８ １８．０
３０ ０．５８ １９．０

岸边坡浸润线计算公式，但是其结果为函数的变限

积分形式，由于实际库水波动曲线比较复杂，很多情

况下不能求得便于计算的表达式。因此，常假定库

水位呈等速变化，对于实际水位变化复杂的情况可

分段考虑，但这就要求每一段都要有一个初始地下

水位；因而在实际运用中往往仅考虑水位变化的初

始值和末尾值而将其简化为等速变化。经过不同库

水变化函数下浸润线计算结果的比较，发现假定库

水位等速变化带来的误差有以下特点：当最后时间

段库水实际变化速度和假定的平均变化速度相差越

大时，误差越大；当渗透系数取值变大时，２种模型
计算的浸润线都会越来越接近水平，同时 Ｐ将逐渐
变小至０。

ｋ＝０．３ｍ／ｄ时，图４中２种库水位变化曲线下
的浸润线计算结果如图５所示。

对于三峡水库而言，水位变化速度一般不超过

１ｍ／ｄ，且快速蓄水和泄水时，其变化曲线与直线很
接近，所以，假定库水位等速变化仅对三峡库区中渗

透性很差的库岸边坡浸润线计算有影响。

３．４　不考虑非饱和渗流带来的误差
如果考虑非饱和渗流，则潜水非稳定运动方程

中不仅含水层厚度是一个变量，而且渗透系数也是

一个变量，其方程如下：

Ｃ（ｈ）Ｈ
ｔ
＝ 
ｘｉ
（ｋｉｊ
Ｈ
ｘｉ
）＋Ｒ　。 （１２）
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图４　库水位变化曲线
Ｆｉｇ．４　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ

图５　库水位变化函数简化误差分析
Ｆｉｇ．５　Ｅｒｒｏｒｓｃａｕｓｅｄｂｙａｓｓｕｍｉｎｇｔｈａｔｔｈｅｃｈａｎｇｅｓ

ｉｎｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｉｓｕｎｉｆｏｒｍ

　　这是一个非线性化程度更高的方程，解答起来
将更加困难。因此，目前的解析解答都没有考虑非

饱和渗流，常用一个平均的渗透系数 ｋ代替非饱和
渗透函数ｋ（θ）。在有限元数值模型中可以用非饱
和渗透函数Ｋ（θ）＝ｋ（ｋ为常数）代表解析解答中不
考虑非饱和渗流的情况。通过有限元数值方法解答

上述数值模型和实际情况（其非饱和渗透函数按文

献［５］取值）下的数值模型。库水位自３４ｍ高程以
１ｍ／ｄ速度经５ｄ上升至３９ｍ高程时的浸润线计算
结果如图６所示，Ｐ＝１７．３％。通过不同的渗透系
数取值可以发现，渗透性越好，其误差越小。需要说

明的是，不考虑非饱和渗流所引起的误差很大程度

上受控于渗流介质的非饱和渗透函数，显然，渗透系

数在不同含水量状态下差值越大，误差越大。

图６　不考虑非饱和渗流的误差分析
Ｆｉｇ．６　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｒｒｏｒｓｃａｕｓｅｄｂｙｔｈｅｎｅｇｌｅｃｔｏｆ

ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄｓｅｅｐａｇｅ

３．５　Ｄｕｐｕｉｔ假设带来的误差
目前广泛应用的非稳定渗流基本方程是基于

Ｄｕｐｕｉｔ假设的，即假定地下水不发生垂直于浸润线

（面）方向的渗流。这种假定在渗出面等水头变化

较大的地方附近有一定误差，因为这些地方垂直方

向的渗流速度较大。其误差大约为［１４］

ｉ２

１＋ｉ２
　，　ｉ＝ｄｈｄｘ　。 （１３）

４　结　论
（１）由于潜水非稳定渗流基本方程为二阶非线

性偏微分方程，须基于一定假定并对方程线性化处

理后才能求得库岸边坡地下水浸润线的解析解，这

些假定和线性化处理过程必然带来一定的误差。

（２）库岸垂直处理带来的误差要小于方程线性
化处理和不考虑非饱和渗流带来的误差，而且它们

都随渗透系数变大而减小；方程的线性化处理带来

的误差随库水位波动幅度与含水层厚度之比增大而

增大；在三峡库区库水调度情况下，假定库水位等速

变化带来的误差可以忽略。

（３）求解库岸边坡地下水浸润线时，解析法有
一定的适用范围，针对不同的情况要具体分析。一

般而言，解析法适用于库岸边坡岩土结构简单、几何

边界规则、渗透性较好且库水波动幅度小于３０％含
水层厚度时的情况。
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