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非均质土体中渗流场的非平稳随机模拟
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摘要：将渗透系数作为对数正态非平稳随机场，分解为确定性趋势和平稳性扰动两部分，采用基于随机场 Ｋａｒ
ｈｕｎｅｎＬｏｅｖｅ展开和摄动分析的ＫＬＭＥ随机数值方法，探讨参数场的连续型线性趋势和间断型趋势项对渗流场统计
特征的影响。分析表明，水头均值和标准差的空间分布受到参数场趋势性变化的影响，随线性趋势的变化方向而

呈不同分布，线性趋势的斜率增大，水头统计矩的二阶修正项的作用也增大，在参数场间断型趋势条件下，水头统

计矩呈复杂的非规则空间分布。
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　　实际渗流场受众多随机因素的影响因而具有一
定程度的不确定性。近年来，渗流场随机分析得到

关注，较多的研究是在考虑渗流参数随机性的基础

上将渗流场的不确定性定量化，分析随机渗流场的

分布规律及结果的可靠性。文献［１］将各渗透分区
的参数作为随机变量，采用一阶 Ｔａｙｌｏｒ展开随机有
限元法对地下水承压流进行随机模拟。文献［２］将
裂隙系统的几何参数作为随机变量，用一阶 Ｔａｙｌｏｒ
展开随机有限元法分析了裂隙岩体渗流场的随机

性。将岩土体参数作为随机变量，实际上忽略了它

们的空间相关性，不符合实际情况。文献［３］将渗
透系数作为平稳随机场，应用小参数摄动法得到稳

定渗流的随机有限元列式，通过算例分析了水力坡

降标准差与渗透系数变异性之间的关系。文献［４］
将渗透系数作为平稳随机场，采用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
（ＭＣ）随机有限元法，研究了土体渗透系数的随机
性对有压渗流场统计特征的影响。文献［５］提出了
可用于高阶分析的 ＫＬＭＥ方法，将渗透系数作为对
数正态平稳场，通过有压渗流的算例与 ＭＣ方法进
行比较，分析表明该方法具有较高的计算精度和效

率。

土性参数具有随机性和空间相关性，用随机场

描述这种空间变异性是比较合适的，很多随机渗流

分析已经引入了二阶平稳随机场，然而一些情况下

二阶平稳随机场仍不足以描述参数的空间分布特

征，如当渗透系数的空间分布呈趋势性变化时，不满

足平稳场的均值为常量的要求，此时需要考虑非平

稳的随机渗流分析。文献［６］采用一阶非平稳谱方
法研究了渗透系数具有趋势性变化时渗流场的统计

特征，为了便于推导解析解而没有考虑边界的影响，

并假定趋势变化的方向与流动方向一致。文献［７］
用一阶矩方程法分析了对数渗透系数场的均值函数

呈线性、二次和周期性趋势变化时水头方差的异同。

本文将渗透系数作为非平稳随机场，考虑均值函数

的连续型和间断型两种空间趋势变化，应用 ＫＬＭＥ
方法计算水头统计矩的二阶结果，探讨参数场的非

平稳性对渗流场统计特征的影响。

１　渗透系数随机场
土体渗透系数在空间上的变化，既具有随机性

又具有结构性，对这种空间变异的一种处理方式就

是用随机场进行描述，如文献［８］提出土性剖面的
随机场模型，考虑了土性空间变异的两重性，在岩土

工程中得到较大应用。

应用随机理论分析问题时通常会引入一些假

定，较常用的一个假定就是将参数随机场作为二阶

平稳场，即：均值在空间上为常数；协方差函数仅依

赖于空间两点之间的相对距离。Ｖａｎｍａｒｃｋｅ等人提
出的模型实质上是用高斯平稳随机场模拟土性剖

面。文献［９］对获取的土层静力触探试验资料进行
平稳性检验，发现锥尖阻力和侧摩阻力两组数据均
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有明显的随深度变化的趋势，去除趋势项后的数据

满足二阶平稳性。试验数据并不总是满足二阶平稳

条件，一般来讲，土性会随着空间位置呈趋势性变

化，土工试验中发现比贯入阻力［１０］、不排水抗剪强

度［１１］等随土层深度变化，通常可用线性函数来近似

表示。在一些研究中发现渗透系数也具有空间趋势

性变化，文献［１２］报道了在美国密西西比州东北部
城市哥伦布的一个试验研究揭示渗透系数存在空间

分布上的趋势变化。

一般地，可将随机场分解表示为

ｆ（ｘ）＝μ（ｘ）＋ε（ｘ）　， （１）
式中：ｆ（ｘ）为土性随机场；μ（ｘ）为随机场的均值函
数，在地质统计学中亦称为漂移，通常作为确定性的

函数；ε（ｘ）是零均值的空间随机函数，它是随机场
围绕均值的局部小扰动分量；ｘ为空间点。为了探
讨渗透系数的趋势变化对渗流场统计特征的影响，

本文考虑均值函数的连续型和间断型２种趋势性变
化。连续型趋势采用线性函数表示：

μ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２　， （２）
式中：ｘ１和ｘ２为二维空间中２个方向上的坐标；ａ０
为均值的初始值；ａ１和 ａ２为线性分布系数即斜率。
间断型趋势采用分段函数表示：

μ（ｘ）＝
μ１ ｘ∈Ｄ１

　　

…

　　

…

μＮ ｘ∈Ｄ
{

Ｎ

　， （３）

式中：Ｄ１和ＤＮ分别为第１类和第Ｎ类土所在的空
间区域；μ１和μＮ分别为第１类和第 Ｎ类土的渗透
参数均值。这种处理类似于确定性模型中对渗透系

数进行分区。本文的这 ２种处理可认为是近似概
括，对于实际问题需根据实测数据具体分析。经以

上处理后，可认为随机场扰动项 ε（ｘ）是二阶平稳
的。

根据大量的工程实测资料，一般渗透系数呈对

数正态分布［２］，文献［１３］收集的试验研究结果亦表
明可认为渗透系数服从对数正态分布。本文亦采用

该分布，这样对数渗透系数 ｆ（ｘ）＝ｌｎ（ｘ）就是正态
随机场。为了使用数值方法求解随机渗流问题，需

要将参数随机场离散化，本文采用抽象离散即随机

场的ＫａｒｈｕｎｅｎＬｏｅｖｅ展开［５，１４］：

ｆ（ｘ）＝μ（ｘ）＋Σ
∞

ｉ＝１
Ψｉ（ｘ） χ槡ｉξｉ　， （４）

式中：χｉ为随机场协方差函数的特征值；Ψｉ（ｘ）为与
特征值相对应的特征函数；ξｉ为随机变量。

２　随机渗流模型
下面根据渗流基本原理建立稳定渗流随机模

型，

［Ｋ（ｘ）Ｈ（ｘ）］＝０，　ｘ∈Ω
Ｈ（ｘ）＝Ｈｄ（ｘ），　ｘ∈ΓＤ
Ｋ（ｘ）Ｈ（ｘ）·ｎ（ｘ）＝－ｑ（ｘ），　ｘ∈ΓＮ

　，

（５）
式中：Ｈ（ｘ）为水头；Ｋ（ｘ）为渗透系数；Ｈｄ（ｘ）为
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界ΓＤ上的已知水头；ｎ（ｘ）为边界上的
单位外法线向量；ｑ（ｘ）为 Ｎｅｕｍａｎｎ边界 ΓＮ上的已
知流量。由于将渗透系数作为随机场，所以水头也

是具有一定概率分布的随机函数。

将水头展开为摄动级数

Ｈ（ｘ）＝Ｈ（０）＋Ｈ（１）＋Ｈ（２）＋Ｈ（３）＋…　，（６）
式中：Ｈ（０）为确定性的零阶展开项；其余依次为一
阶、二阶和三阶展开项。结合参数场的 ＫＬ展开
（４），可将各阶水头表示成如下多项式

Ｈ（１） ＝Σ
∞

ｉ＝１
Ｈ（１）ｉ ξｉ

Ｈ（２） ＝Σ
∞

ｉ，ｊ＝１
Ｈ（２）ｉｊ ξｉξｊ

Ｈ（３） ＝ Σ
∞

ｉ，ｊ，ｋ＝１
Ｈ（３）ｉｊｋξｉξｊξｋ

　， （７）

本文考虑水头的三阶展开。只要求得展开式中的各

阶系数Ｈ（０），Ｈ（１），Ｈ（２），Ｈ（３）ｉｊｋ等，就可得到水头的随
机表达式。将式（４）、（６）、（７）代入方程（５），并结
合随机微分方程的扰动展开，可以得到关于水头展

开系数的确定性偏微分方程组

２Ｈ（ｍ）ｉ１，…，ｉｍ ＋μ（ｘ）Ｈ
（ｍ）
ｉ１，…，ｉｍ ＝ｇ

（ｍ）
ｉ１，…，ｉｍ（ｘ）

Ｈ（ｍ）ｉ１，…，ｉｍ ＝Ｈｄ（ｘ）δ０，ｍ

Ｈ（ｍ）ｉ１，…，ｉｍ·ｎ（ｘ）＝
（－１）ｍ＋１ｑ（ｘ）
ｍ！Ｋｇ（ｘ） ∏

ｍ

ｊ＝０
ｆｉｊ

　 。

（８）
式中：ｍ为方程阶数；Ｋｇ（ｘ）＝ｅμ

（ｘ）为渗透系数的几

何均值。传统的随机方法通常忽略二阶及以上高阶

项，只求解水头的一阶均值和方差。本文应用

ＫＬＭＥ方法可求得水头的二阶均值和方差

〈Ｈ（ｘ）〉＝Ｈ（０）＋Σ
∞

ｉ＝１
Ｈ（２）ｉｉ 　， （９）

σ２Ｈ（ｘ）＝Σ
∞

ｉ＝１
［Ｈ（１）ｉ ］

２＋２Σ
∞

ｉ，ｊ＝１
［Ｈ（２）ｉｊ ］

２＋

６Σ
∞

ｉ，ｊ＝１
Ｈ（１）ｉ Ｈ

（３）
ｉｊｊ　。 （１０）
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式（９）和（１０）等号右端第一项分别为一阶水头均值
和方差。方差的平方根即为标准差。本文将二阶均

值或标准差与一阶均值或标准差之差分别称为水头

均值和标准差的二阶修正，记为Δ〈Ｈ〉和ΔσＨ。

３　算例分析
为了简化分析，取１０ｍ×１０ｍ的矩形域为研究

区。左右两侧为定水头边界，总水头分别为１５ｍ和
１０ｍ，上下侧边为零流量边界。

算例１分析连续型趋势下渗流场的统计特征，对
数渗透系数场的均值系数ａ０＝０，方差σ

２
ｆ＝１，即渗透

系数的几何均值为１ｍ／ｄ，变异系数为１３１％。协方
差函数采用离散指数型［５，１４］，相关尺度 λ＝１ｍ。考
虑５种计算方案，计算参数如表１所示，其中方案１
不考虑参数场的趋势变化，其余４个方案分别考虑２
个方向上的线性递增或递减。表中参数对应渗透系

数的几何均值变化范围为０．２２３～４．４８２ｍ／ｄ。
表１　算例１的计算参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｅｘａｍｐｌｅｏｎｅ

方案
参数

ａ０ ａ１ ａ２
１ ０ ０ ０
２ ０ ０．１５ ０
３ ０ －０．１５ ０
４ ０ ０ ０．１５
５ ０ ０ －０．１５

 

图１　ｘ１方向上的水头均值

Ｆｉｇ．１　Ｍｅａｎｈｅａｄａｌｏｎｇｘ１ａｘｉｓ

　　 在给定的几

何条件和边界条件

下，当 μ（ｘ）在空间
上为常数，即在无趋

势变化时，平均水头

在ｘ１方向是线性分
布，如图 １所示；在
ｘ２方向上平均水头
是常量。图 ２为水
头标准差 σＨ 的等
值线图，由图可见

σＨ在研究域上对称
分布，并在研究域中部形成峰值带。沿 ｘ１方向，σＨ
在左右边界上由于水头为常量这一确定性边界条件

的限制所以为零，向区域中心不断增大。沿 ｘ２方
向，水头标准差在区域中心最小，向两侧的无流量边

界递增。两侧边界上的流量虽然是确定性的，然而

水头仍是随机变化，因而水头标准差并不为零。

对于方案２，μ（ｘ）在 ｘ１方向上线性增加，水头
均值〈Ｈ〉不再是线性分布，比方案１在数值上要小，

 

图２　计算方案１的水头标准差
Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｈｅａｄｆｏｒｃａｓｅ１

 

图４　计算方案３的水头标准差
Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｈｅａｄ

ｆｏｒｃａｓｅ３

见图１。由于左部渗透系数低，右部渗透系数较大，
相对而言左部对流动有阻碍作用，而在给定的条件

下水流必须是从左到右渗透，因而水头在左部降低

较显著，渗透坡降Ｊ较大。由图３可见，水头标准差
σＨ的峰值带移向区域的左部。基于一阶谱分析的
解析解［１３］表明 ，σ２Ｈ＝ｃσ

２
ｆＪ
２λ，式中：ｃ为系数，随问

题的空间维数而不同。本计算方案中 σＨ峰值带出
现在较大渗透坡降 Ｊ的空间域，与解析解的结果一
致。在ｘ２方向上，σＨ关于区域中心对称分布。比
较图２和图３显见，渗透参数场的趋势变化影响了
水头统计矩的空间分布。

 

图３　计算方案２的水头标准差
Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｈｅａｄｆｏｒｃａｓｅ２

　　方案 ３与方案
２相反，μ（ｘ）在 ｘ１
方向上线性减小，

〈Ｈ〉也不是线性分
布，比算例１在数值
上要大。由图 １可
见，水头在区域左部

增大，因为左部渗透

系数大流动阻力小；

而右部渗透系数小

流动阻力大，水头下

降较大。如图 ４所
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图５　计算方案４的水头标准差
Ｆｉｇ．５　Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｈｅａｄ

ｆｏｒｃａｓｅ４

示，σＨ的峰值带偏
向于研究域的右部。

在ｘ２方向上，σＨ仍
是关于区域中心对

称分布。

对于 方 案 ４，
μ（ｘ）在垂直于平均
水流方向的 ｘ２方向
上线性增加。在给

定的边界条件下垂

直于平均流动方向

的线性趋势不影响

 

图６　不同斜率ａ１时水头均值
的二阶修正

Ｆｉｇ．６　２ｎｄｏｒｄｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｏｆ
ｍｅａｎｈｅａｄｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａ１

平均水头，水头均值

与算例 １的分布一
致，然而 ｘ２方向上
的 σＨ 不是对称分
布，σＨ的峰值偏向
区域中渗透系数较

大的一侧，如图５所
示。若将流动域视

为由多个土层组成，

流动方向平行于各

土层，这时渗流主要

集中在渗透系数较

大的土层中，σＨ也

 

图７　不同系数ａ１时水头
标准差的二阶修正

Ｆｉｇ．７　２ｎｄｏｒｄｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｏｆ
ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｈｅａｄ

ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａ１

在该区域集中而且

具有较大数值。方

案５的水头标准差
分布与方案４相反，
不再赘述。

在计算方案 ２
的基础上增大斜率

ａ１为０．３并和方案１
进行比较，以考察水

头统计矩高阶项在

不同程度趋势变化

中的作用。图 ６和
图７为研究域的 ｘ１
方向中心线（ｘ２＝５
ｍ）上水头均值和标准差的二阶修正的分布图。由
图可见，当参数场无趋势变化时，水头均值和标准差

的二阶修正的数值较小，随着斜率 ａ１的增大，二阶
修正的峰值也不断增大。由此可见，当渗透系数具

有较强的空间趋势变化时，水头统计矩高阶项的作

用变大，此时传统的一阶 Ｔａｙｌｏｒ或摄动方法不能满

 

图８　间断型趋势条件下
水头均值

Ｆｉｇ．８　Ｍｅａｎｈｅａｄ
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ｅｘａｍｐｌｅ

足要求，需要求解

高阶项的方程。

算例 ２考虑间
断型趋势，研究域内

共有３类土，其中的
一类土 μ１＝０，另两
类土位于该类土之

中，μ２ ＝－１，Ｄ２ ＝
｛２≤ｘ１≤４，４≤ｘ２≤
７｝；μ３ ＝１，Ｄ２ ＝
｛６≤ｘ１≤８，２≤ｘ２≤
６｝，图８和９中的虚
线框即表示它们所

在的位置。本算例

 

图９　间断型趋势条件下
水头标准差
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与算例 １中方案 １
的参数不同在于嵌

入两渗透系数几何

均值 分 别 为 ０．３７
ｍ／ｄ和７．４ｍ／ｄ的
土块，然而水头均值

呈现出明显的非均

匀分布。比较图 ２
和图９可见，两者的
水头标准差的空间

分布相差较大，在参

数场的间断型趋势

条件下，σＨ不再是
对称分布，σＨ在渗
透系数较小的区域内及周围增大，而在渗透系数较

大的区域内 σＨ的分布较均匀。若这两种介质出现
在研究域内其它位置，水头均值和标准差同样会呈

现非规则的分布。

４　结　语
本文将渗透系数作为对数正态非平稳随机场，

分解为确定性趋势和平稳性波动，运用 ＫＬＭＥ随机
数值方法，讨论了参数场的连续型线性趋势和间断

型趋势分布对渗流场统计特征的影响。相对于无趋

势情况，参数场的趋势性分布改变了水头统计矩的

空间分布形态，其分布受到线性趋势性变化方向的

影响，随着线性趋势的斜率增大，水头均值和标准差

的二阶修正项的作用也增大，在参数场间断型趋势

条件下，水头统计矩呈现复杂的非规则空间分布。

因此，在土性参数的统计分析时应注意识别参数是
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否具有非平稳性。本文仅考虑了随机场的均值函数

在空间上有趋势变化，实际工程中地层包含多个土

层，不同土性的统计参数如方差、相关尺度等可能不

同，那么随机场的非平稳性还将体现在协方差函数

在空间上变化，这时渗流场的随机模拟更复杂，有待

进一步研究。
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３５第１０期 李少龙 等　非均质土体中渗流场的非平稳随机模拟




