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论梯形明渠临界水深的精确计算公式
赵延风１，祝晗英２，宋松柏１，孟秦倩１
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摘要：梯形明渠临界水深的求解过程是求解一个单变量超越方程的过程，理论上无解析解。通过引入无量纲参数

———单位水面宽度，对梯形明渠临界水深的基本公式进行恒等变形，得到计算梯形明渠临界水深的迭代公式，再与合

理的迭代初值配合使用。推导出４套梯形断面临界水深的直接计算公式，其中２套计算公式印证了前人的成果，并为

前人的公式推导提供了简捷、充分的理论依据。通过对多家公式形式的表述和比较，并根据精度１％和１‰的不同要

求进行误差分析，结果表明：４套直接计算公式理论性强，形式简单，适用范围广，计算精度高，值得推广。
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有关临界水深的研究历史已有半个多世纪，国

内外学者在临界水深方面发表的学术论文超过百

篇，提出的各种计算方法在水利水电、灌溉排水等工

程中得到一定程度的应用，其中有的计算方法［１～９］

不仅公式形式简单，而且计算精度高，得到了学术界

以及工程应用部门的充分肯定。临界水深是明渠渠

道水力计算中的一个重要水力参数，对于该参数的

求解，实质上是求解一个单变量的超越方程或高次

方程，理论上无解析解，常规的方法就是试算法、图

解法、迭代法、近似解法。本文在前期研究工作的基

础上推荐了４种简捷、通用、精度高的直接计算公

式。在文中，通过引入无量纲参数———单位水面宽

度［３］，将梯形明渠临界水深的基本方程变换成迭代

的形式，再与合理初值配合使用，得到了临界水深的

直接计算公式。并从公式推导的理论依据、表达的

简捷程度、计算结果的准确性、梯形断面的适用范围

４个方面，对现有的多种计算方法进行综合评价，提

出了梯形明渠临界水深具有理论性强、公式简捷、结

果准确和适用范围广４个方面于一体的计算公式，

可供水利水电等工程设计部门参考应用。

１ 无量纲参数———单位水面宽度概念

及临界水深的迭代公式

１．１ 无量纲参数———单位水面宽度［３］的概念

在文献［３］中已述及，无量纲参数———“单位水

面宽度”的概念，即相应于临界水深时的水面宽度与

梯形渠道底宽的比值，用λ表示，其取值范围为１＜

λ＜＋∞。其物理含义是：描述梯形断面过流时过

水面的“相对形状”的一个系数，当λ趋近１时，梯

形过水面趋向一个矩形断面，当λ趋向＋∞时，梯

形过水面趋向一个三角形面。由于梯形断面“单位

水面宽度”真实表征的是一个梯形面的相对形状系

数，所以它就能够反映梯形过水面的“相对形状”。

当梯形断面的底宽和边坡确定后，梯形过水面的大

小就随着流量的大小而发生变化，当流量增大时过

水面面积、水面宽度、水深随之增大，当流量减小时

三者随之减小。当梯形渠道断面和流量都确定时，

梯形过水面的“相对形状”就随之确定，也就是“相对

形状系数”随之确定，因而水深也随之确定，故引入

梯形断面“单位水面宽度”能够更好地反映这些物理

量之间的变化规律。

１．２ 临界水深的迭代公式

临界水深的基本公式［１０］为

α犙２

犵
＝
犃３

犅
。 （１）

设单位水面宽度

λ＝
犅
犫 ＝

１＋
２犿
犫
犺犽， （２）

则

犺犽＝
犫
２犿
（λ－１）； （３）

α犙２

犵
＝
［（犫＋犿犺犽）犺犽］

３

犫＋２犿犺犽
。 （４）
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上面各式中：α为动能修正系数；犙 为流量

（犿３／狊）；犵为重力加速度（犿／狊２）；犫为梯形渠道底宽

（犿）；犿 为梯形断面的边坡系数，非等腰梯形断面时

犿＝（犿１＋犿２）／２；犃 为相应于临界水深时的过水

断面面积（犿２）；犅为相应于临界水深时的水面宽度

（犿）；λ为单位水面宽度；犺犽为临界水深（犿）。

将式（３）代入式（４）并整理得

λ２－１
λ１

／３ ＝犽， （５）

其中 犽＝
４犿
犫

３

α犙２

犵犫槡 ２
， （６）

则得迭代方程

λ＝ 犽λ１
／３＋槡 １。 （７）

由文献［３］可知，迭代式（７）对于λ∈（１，＋∞）

范围内的任意正数均收敛。

２ 合理迭代初值及临界水深的直接

计算

对于迭代计算，其收敛速度不仅与迭代函数有

关，而且与迭代初值密切相关。合理的迭代初值是

迭代计算快速收敛的关键。因为λ的取值范围为λ

∈（１，＋∞），因此将λ值取值范围的两个端点分别

代入，即λ＝１和λ＝＋∞，可得到不同的迭代公式。

２．１ 当初值取λ＝１时的迭代公式

由式（５）可得

λ＝（λ－１
／３＋犽）０．６； （８）

将λ＝１代入式（８）得

λ０＝（１＋犽）
０．６； （９）

将式（９）代入式（７）得迭代方程

λ＝ １＋犽（１＋犽）０．槡 ２； （１０）

将式（９）再次代入式（８）得

λ０＝［犽＋（１＋犽）
－０．２］０．６； （１１）

将式（１１）代入式（７）得迭代方程

λ＝ １＋犽［犽＋（１＋犽）－０．２］０．槡 ２。 （１２）

２．２ 当取λ＝＋∞时的迭代公式

当λ＝＋∞时，由式（８）可得λ０＝犽
０．６，将λ０＝

犽０．６代入式（７）得λ１＝ １＋犽１．槡 ２，将λ１再次代入迭

代方程式（７）得

λ＝ １＋犽（１＋犽１．２）１
／

槡 ６； （１３）

将（１３）代入式（７）整理得

λ＝ １＋犽［１＋犽（１＋犽１．２）１
／６］１／槡 ６。 （１４）

将式（１０）、（１２）、（１３）、（１４）分别代入式（３），得

到４套计算梯形明渠临界水深的直接计算公式。

３ 梯形明渠临界水深的精确计算公式

对于梯形断面的临界水深，众多的学者通过对

公式（４）的各种变换处理，得到了数十种不同的计算

方法，其中有的公式不仅形式简捷、计算精度较高，

而且适用范围广，堪称求解梯形明渠临界水深最好

的计算公式。

为了和现有的计算公式比较，设犽为综合已知

参数，意义同式（６），狓为无量纲水深，即

狓＝
犿犺犽
犫
； （１５）

将式（３）代入式（１５）得

狓＝
１
２
（λ－１）。 （１６）

将式（１０）、（１２）、（１３）、（１４）分别代入式（１６）得

狓＝
１
２
（１＋犽（１＋犽）０．槡 ２－１）； （１７）

狓＝
１
２
｛１＋犽［犽＋（１＋犽）－０．２）］０．槡 ２－１｝；

（１８）

狓＝
１
２
［１＋犽（１＋犽１．２）１

／
槡 ６－１］； （１９）

狓＝
１
２
｛１＋犽［１＋犽（１＋犽１．２）１

／６］１／槡 ６－１｝。

（２０）

将式（１７）、（１８）、（１９）、（２０）代入式（１５）中即可求

出临界水深。公式（１７）即为王正中公式
［２］；公式（１８）

即为刘善综公式［１］；公式（１９）、（２０）为文献［３］的变形

公式，即本文公式，其参数犽与文献［３］公式中的参数

犽意义不同，因而公式表达形式有所不同。

４ 几种直接计算方法的理论依据及其

公式表述

目前计算梯形明渠临界水深的计算方法很多，

但最为典型的有８种计算方法，为了使各种计算公

式便于比较，采用相同参数无量纲临界水深狓和综

合已知参数犽，其符号意义同上。

几种典型的计算公式表述如下。

（１）刘善综公式
［１］，根据迭代理论，得到梯形明

渠临界水深的直接计算公式，即上述的公式（１８）。

（２）王正中公式
［２］，根据迭代理论，得到梯形明

渠临界水深的直接计算公式，即上述公式（１７）。

（３）廖云凤公式
［４］，通过作图发现犾狀（狓／犽）与
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β犾狀（１＋犽）之间存在很好的线性关系，得到直线方程

犾狀（狓／犽）＝β犾狀（１＋犽），采用最小二乘法求得β＝

－０．３７２，得到梯形明渠临界水深经验公式：

狓＝
犽
４
（１＋

犽
４
）－０．３７２。 （２１）

（４）犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛狑犪犿犲犲公式
［５］，根据最优逼近

原理得到的近似计算公式：

狓＝｛
犽（ ）４

－２．１

＋［２·
犽（ ）４

３
］－０．４２｝－０．４７６。（２２）

（５）犛．犠狌，犆．犓犪狋狅狆狅犱犻狊公式
［５］，通过作图发现狓

是犽的通过坐标原点的单调递增函数，经过反复试算

得到了一个由２个基本单调函数合成的近似解公式：

狓＝０．５４７３犽０．５９－０．１１犪狉狊犺（９．０７７５犽）；

（２３）

公式（２３）的确切表达式应该是

狓＝０．５４７３犽０．５９－０．１１×犾狀［９．０７７５犽＋

（９．０７７５犽）２＋槡 １］。 （２３犪）

（６）犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛，犘狌狊犺狆犪犖．犚公式
［６］，根据拉

格朗日倒置定理推出梯形明渠临界水深的近似解

法，是一个分段函数。

当犽≤１．５６９１５时，

狓＝
犽
４
－（

犽
６．９２８２１

）２＋（
犽

４．４０６４６
）４－

（ 犽
３．４４６０９

）５＋（
犽

３．０９４２９
）６－（

犽
２．９６５８８

）７＋

（ 犽
３．０１００３

）８－（
犽

２．７３４２０
）１０＋（

犽
２．５０５８８

）１１；

当犽≥１．５６９１５时，

狓＝１／［（
３．１７４８０
犽

）０．６＋（
１．７８１７９
犽

）１．２＋

（０．８８３４１
犽

）１．８－（
０．６８２６３
犽

）２．４－（
０．７３６８６
犽

）３＋

（０．７２８６６
犽

）３．６＋（
０．７７９８８
犽

）４．２－（
０．７９６７６
犽

）４．８－

（０．８３６３１
犽

）５．４］。 （２４）

（７）本文公式，通过引入无量纲参数———单位

水面宽度，即梯形水面宽度与梯形底宽的比值，根据

迭代理论，得到梯形明渠临界水深的２套直接计算

公式，即上述的公式（１９）、（２０）。

通过以上公式的表达形式可以看出，公式的简

捷程度从高到低依次为廖云凤公式（２１）、王正中公

式（１７）、本文公式（１９）、刘善综公式（１８）、本文公式

（２０）、犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛狑犪犿犲犲公式（２２）、犛．犠狌，犆．

犓犪狋狅狆狅犱犻狊公式（２３犪）、犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛，犘狌狊犺狆犪犖．犚公

式（２４）。

５ ８套公式的误差分析

给出无量纲水深计算范围狓∈（０．００１，１００），其

对应的综合参数的范围为犽∈（０．００４，６８９６．８３），在

此范围内，计算以上８套公式的误差，计算结果见

表１。

为了直观起见，将８套计算公式在整个取值范围

内（０＜狓＜＋∞）的最大相对误差列于表２。

表１ 临界水深误差分析

犜犪犫犾犲１ 犈狉狉狅狉犪狀犪犾狔狊犻狊狅犳犮狉犻狋犻犮犪犾犱犲狆狋犺

狓 犽
王正中
公式（１７）

刘善综
公式（１８）

本文公式
（１９）

本文公式
（２０）

廖云凤
公式（２１）

犘犓．犛
公式（２２）

犛．狌?
犆．犓犪
公式（２３犪）

犘犓．犛－犘犖．犚公式（２４）

９项 ６项 ３项

０．００１ ０．００４ ０．０１３ －０．００３ －０．０４４ ０．０００ －０．００４ ０．２０３ １６０６．８７４ ０．０００ ０．０００ ０．０００
０．０１０ ０．０４０ ０．１２６ －０．０２４ －０．３０９ －０．００２ －０．０３９ －０．２２０ ３２８．５４１ ０．０００ ０．０００ ０．０００
０．１００ ０．３７１ ０．７８４ －０．１０８ －１．０１４ －０．０５２ －０．２４０ －１．４６４ １．５１７ ０．０００ ０．０００ ０．０２０
０．１２５ ０．５２２ ０．８７２ －０．１１１ －１．０２８ －０．０６２ －０．２６１ －１．５９９ －０．４７２ ０．０００ －０．００１ ０．０４９
０．２００ ０．８５８ １．０１２ －０．１０３ －０．９５８ －０．０７８ －０．２７２ －１．７８７ －１．２２１ ０．００１ －０．０２０ ０．３１７
０．２６８ １．１７８ １．０４７ －０．０８８ －０．８５１ －０．０８２ －０．２４２ －１．７８７ －０．８５２ ０．０４３ －０．１７３ １．０１５
０．２８３ １．２４８ １．０４８ －０．０８５ －０．８２７ －０．０８２ －０．２３３ －１．７７４ －０．７７７ ０．０７９ －０．２５７ １．２５３
０．３００ １．３３４ １．０４７ －０．０８１ －０．７９９ －０．０８１ －０．２２１ －１．７５３ －０．６９４ ０．１６０ －０．４０４ １．５９３
０．３４７ １．５６９ １．０３５ －０．０７１ －０．７２６ －０．０７９ －０．１８７ －１．６７６ －０．５１３ ０．９０２ －１．２２４ ２．８５８
０．３４７ １．５６９ １．０３５ －０．０７１ －０．７２６ －０．０７９ －０．１８７ －１．６７６ －０．５１３ １．０２０ ０．３５０ －５．４４８
０．４００ １．８４１ １．０１０ －０．０６２ －０．６５２ －０．０７５ －０．１４６ －１．５６２ －０．３７７ ０．４６２ ０．２６４ －４．３７５
０．５００ ２．３８１ ０．９４８ －０．０４７ －０．５３４ －０．０６７ －０．０７３ －１．３００ －０．２５２ ０．１２８ ０．１５２ －３．０２５
１ ５．５４７ ０．６４１ －０．０１４ －０．２３２ －０．０３４ ０．０７２ ０．０７８ －０．３４７ ０．００２ ０．０１６ －０．８００
２ １４．０３５ ０．３３７ －０．００３ －０．０７８ －０．０１３ －０．２６３ １．６３０ －０．４３９ ０．０００ ０．００１ －０．１６４
３ ２５．０９２ ０．２１１ －０．００１ －０．０３８ －０．００６ －０．６３９ ２．１７４ －０．３１２ ０．０００ ０．０００ －０．０５９
４ ３８．４６０ ０．１４７ ０．０００ －０．０２３ －０．００４ －０．８７８ ２．３２６ －０．１６１ ０．０００ ０．０００ －０．０２８
４．５００ ４５．９５２ ０．１２６ ０．０００ －０．０１８ －０．００３ －０．９５２ ２．３３６ －０．０９１ ０．０００ ０．０００ －０．０２０
５ ５３．９５７ ０．１１０ ０．０００ －０．０１５ －０．００２ －１．００２ ２．３２３ －０．０２８ ０．０００ ０．０００ －０．０１５
１０ １５９．４８２ ０．０４２ ０．０００ －０．００４ －０．００１ －０．８３２ １．８６９ ０．３３２ ０．０００ ０．０００ －０．００２
５０ ２１９０．２４７ ０．００４ ０．０００ ０．０００ ０．０００ ２．８６２ ０．５１６ ０．０３４ ０．０００ ０．０００ ０．０００
１００ ６８９６．８２７ ０．００１ ０．０００ ０．０００ ０．０００ ５．３８４ ０．１９１ －０．５９１ ０．０００ ０．０００ ０．０００

０２ 长江科学院院报 ２００９年



表２ 梯形渠道临界水深不同计算方法最大相对误差

犜犪犫犾犲２ 犕犪狓犻犿犪犾狉犲犾犪狋犻狏犲犲狉狉狅狉狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋犮狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犪犾

犿犲狋犺狅犱狊狅狀犮狉犻狋犻犮犪犾犱犲狆狋犺狅犳犪狋狉犪狆犲狕狅犻犱犪犾犮犺犪狀狀犲犾 ％

公式名称
在工程常用
范围内

（０＜狓≤１０）

在较大
范围内

（０＜狓≤１００）

在狓的
定义域内

（０＜狓＜＋∞）

刘善综公式（１８） －０．１１１ －０．１１１ －０．１１１
王正中公式（１７） １．０４８ １．０４８ １．０４８
本文公式（１９） －１．０２８ －１．０２８ －１．０２８
本文公式（２０） －０．０８２ －０．０８２ －０．０８２
廖云凤公式（２１） －１．００２ ５．３８４ ＋∞

犘狉犪犫犺犪狋犪犓．
犛狑犪犿犲犲公式（２２）

２．３３６ ２．３３６ －４．５６２

犛．犠狌，犆．犓犪狋狅狆狅犱犻狊
公式（２３犪）

１６０６．８７４ １６０６．８７４ １６０６．８７４

犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛，
犘狌狊犺狆犪犖．犚
公式（２４）３项

－５．４４８ －５．４４８ －５．４４８

犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛，
犘狌狊犺狆犪犖．犚
公式（２４）６项

－１．２２４ －１．２２４ －１．２２４

犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛，
犘狌狊犺狆犪犖．犚
公式（２４）９项

１．０２０ １．０２０ １．０２０

从误差分析和表１、表２可知，在无量纲水深狓

的定义域内（０＜狓＜＋∞），若以精度１‰为标准，本

文公式（２０）最大误差为０．８２‰，刘善综公式（１８）最

大误差为１．１１‰；若以精度１％为标准，犘狉犪犫犺犪狋犪犓．

犛，犘狌狊犺狆犪犖．犚９项公式最大误差为１．０２０％，本文公

式（１９）最大误差为１．０２８％，王正中公式最大误差

１．０４８％，犘狉犪犫犺犪狋犪犓．犛，犘狌狊犺狆犪犖．犚６项公式最大

误差１．２２４％，其他计算公式误差均较大。但若以精

度１％为标准，在工程常用范围（０＜狓≤１０）内，廖云

凤公式（２１）最大误差为－１．００２％。

６ 结 论

通过公式形式及误差分析可以看出，在无量纲

水深狓的定义域内（０＜狓＜＋∞），在保证精度为

１‰的条件下，公式比较简捷且适用范围广的计算公

式是刘善综公式（１８）和本文公式（２０）；在保证精度

为１％的条件下，公式比较简捷且适用范围广的计

算公式是王正中公式（１７）和本文公式（１９）。公式

（１７）、（１９）、（１８）、（２０）都是根据迭代理论推导出来

的，具有很强大理论性，这４套公式是值得推荐的公

式，他们具有共同的特点，即同时具有理论性强，公

式简捷，计算精度高，适用范围广４方面于一体的优

势，是计算梯形明渠临界水深在不同精度要求下的

最佳公式。当然，廖云凤公式（２１）在工程常用范围

内（０＜狓≤１０）且计算精度保证在１％的条件下也具

有公式简捷、精度较高的特点，可供工程设计部门参

考应用。
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１２第４期 赵延风 等 论梯形明渠临界水深的精确计算公式




