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摘　要　用随机序列原理讨论了土性随机过程的线性模型及相关函数 , 探讨了几种常用相关模型的理论基础 , 并认

为单指数型、 指数余弦型是二种比较合适的土性相关模型。
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0　前　言

在实际计算土性相关函数及相关距离时 , 需要

将随机过程离散化 , 得到离散随机过程样本 , 一般取

样为等间距 , 因此可视为随机序列 (或称时间序列 )。

例如 , 某土性沿深度方向随机过程样本曲线 , 等间距

取样后得到一系列观测值: X ( 0) ,X (Δh ) , X ( 2Δh ) ,

X ( 3Δh ) , … , X (nΔh )。为方便起见 , 记为 X 0 , X 1 ,

X 2 , X 3 , … , Xn。此即为对过程离散采样所得随机序

列样本 , 如过程为平稳的 , 间距为 KΔh的两点间的

自相关函数 (相关系数 )为

dk =
Ck

C0
= E

X t - _
e

X t+ k - _
e

=
Ck

e
2

式中 , Ck= E[( X t - _ ) ( X t+ k - _ ) ] , k= 0, 1, 2,… ,

为协方差函数 ;dk 用样本序列估值为

d̂ k = ΢
N = k

t= 0
[ (X t - X ) ( X t+ k - X ) ] /΢

n

t= 0
[ ( X t - X )

2
]

　　除了白噪声之外 , 所有随机过程相邻两取值之

间都存在相关性 , 线性相关函数dk 即是描绘相关的

型式及相关的程度 , 例如 e
-Tf和 e

-Tf
co sUf是实际中

二种最常遇到的关联形式 [1 ] , 为什么不同随机过程

或序列会有不同的相关形式?如果不从频域角度而是

从时域角度去解释 , 是由于过程或序列具有不同的

线性模型和模型参数 , 所谓线性模型是指过程或序

列点取值间的线性依赖关系。

均值为零 , 具有有理谱密度的平稳过程或序列

必属于以下三类模型之一 (工程中常见的平稳过程或

序列大多数都具有理谱密度 )
[2 ]
。

1　三类线性模型

1. 1　 AR( p )自回归模型

任何一个时刻 t的数值 X t可表示为过去 p个时

刻上数值 X t - 1 , X t- 2 , … , X t - p的线性组合加上 t时

刻的白噪声 (或称 t时刻的扰动 ) , 表示为

X t = H1X t- 1+ H2X t- 2 + … + Hp X t- p + at ( 2)

常数系数H1 , H2 , … , Hp为模型参数 , p为模型阶

数 , {at , t= 0, 1, 2,… } ,at是与 X t独立的均值为零的

白噪声 , 它表示 t时刻的附加波动或外加扰动。

1. 2　 M A(q)滑动平均模型

X t可表示成白噪声 {at }在 t和 t以前 q个时刻上

数值 (扰动 )at , at- 1 , … , at- q的加权和 , 即表示为

X t = at - θ1at- 1 - θ2at- 2 - … - θqat- q ( 3)

1. 3　 ARMA(p ,q )自回归滑动平均模型或混合模型

模型表示为

X t - H1X t- 1 - H2X t- 2 - … - Hp X t- p

= at - θ1at- 1 - θ2at- 2 - … - θqat- q ( 4)

　　最常使用的几种模型为 AR ( 1) , AR( 2) ,

M A( 1) , MA ( 2) , ARMA ( 1, 1) , ARMA ( 2, 1) ,

ARMA( 1, 2)等。

三类模型中参数Hi , θi 及白噪声 at的方差可由

自相关函数dk或协方差函数 Ck求得 , 如

AR( 1): H1= d1 , e
2
a= C0 ( 1-d

2
1 )　　 (C0= e

2 )

AR( 2): H1= d1 ( 1- d2 ) /( 1- d2
1 ) , H2= (d2 -

d
2
1 ) /( 1- d

2
1 ) ,e

2
a = C0 ( 1-H1d1-H2d2 )

M A( 1): θ1= - 2d1 / ( 1+ 1- 4d
2
1 ) , ea = C0 ( 1

+ 1- 4d21 ) /2

ARMA ( 1, 1): H1 = d2 /d1 , θ1 = (b± b
2- 4 )

/2, b= ( 1- 2d2+ H
2
1 )

选θ1表示式中正负号 , 使|θ1|≤ 1
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以上模型实际描述的是过程的静特性 , 以

AR( 1)为例 , 只考虑了 X t- 1对 X t的影响 , 如果考

虑 X t- 1的数值与 X t- 2有关 , 而 X t- 2的数值又与 X t- 3

有关 , 这样依次递归代换之后 , 将得到过程的动态

表达式。三类线性模型的动态表达式为

X t = ΢
∞

j= 0
(Gjat- j )

式中 Gj为格林函数 , Gj反映了各点上附加波动或

扰动的影响程度或称为过程对扰动的记忆能力。 Gj

值越大 , 说明扰动噪声 at- j对 X t的影响越明显 (可

见 Gj与相关距离有内在的联系 )。

格林函数可采用比较系数法或因式分解法 , 由

模型参数计算得出 , 图 1、 图 2为二组 AR( 1) ,

ARM A( 2, 1)模型的格林函数曲线。

图 1　 AR( 1)模型格林函数及自相关函数

2　协方差与相关函数

协方差函数

Ck = E[( Xx - _ ) (X t+ k - _ ) ]

= E [ (΢
∞

j= 0
Gjat- j ) (΢

∞

j= 0
Gjat+ k - j ) ]

= (΢
∞

j= 0
Gj Gj+ k )e2a ( 6)

经推导得出下列模型。

2. 1　 AR( 1)模型

∵C0 = e
2
= e

2
a /( 1 - H

2
1 ) ;

Ck = C0Hk
1 = e2

a / ( 1 - H2
1 )Hk

1

∴dk = H
k
1 = Gk

①: H1= 0. 85,H2= - 0. 04, θ1= 0. 4;②H1= 1. 3,H2= - 0. 4, θ1

= 0. 4;③H1= 1. 3,H2= - 0. 4, θ1= 0;④H1= 1. 4,H2= - 0. 59,

θ1= - 0. 55;⑤H1= 1. 5,H2= - 0. 6, θ1= - 0. 5

图 2　 ARM A( 2, 1)模型格林函数

可见 , AR( 1)模型的自相关函数dk= d
k
1 , 也就是格

林函数 , 如图 1所示。此外 , 由于 AR( 1)模型满足

dk= dmdn (m+ n= k ) , 若 {X t }为高斯平稳过程 (或序

列 ) , 则 {X t }为马尔科夫过程 (链 ) , 也就是说 , 具有

AR( 1)线型模型的高斯平稳过程为马氏过程。

dk= d
k
1可改写为:

若d1> 0, dk= e
klnρ

1= e
- k|lnρ

1
|
(单指数型式 ) ( 7)

若d1 < 0, dk= ( - 1) kek ln(-ρ
1 )= e- k|ln( -ρ

1
)|co s kπ

( 8)

对于连续随机过程 , 只能取 ( 7)式 , 对于离散

随机过程或随机序列 , 可取 ( 7)或 ( 8)式。

由于其它线性模型都不满足dk= dmdn (m+ n=

k ) , 因此可以反过来说 , 高斯平稳的连续马尔科夫

过程线型模型为 AR( 1)型 , 而其相关函数dk 可以

表示为单指数衰减形式:

d(f) = e-Tf ( 9)

f为两点间距离。

2. 2　 ARMA( 2, 1)模型

Gk = g1λk1 + g2λk
2 ( 10)

式中: g1= (λ1 -θ1 ) / (λ1 - λ2 ) ; g2= (λ2 - θ1 ) /(λ2 -

λ1 )

而λ1 , λ2= (H1± (H2
1+ 4H2 ) ) /2 ( 11)

协方差函数
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Ck = d1λ
k
1 + d2λ

k
2 ( 12)

式中: d1= e
2
a (g

2
1 / ( 1-λ

2
1 )+ g1g2 / ( 1-λ1λ2 ) ) ;

d2= e
2
a (g

2
2 / ( 1-λ

2
2 )+ g1g2 / ( 1-λ1λ2 ) ) ;

自相关函数

　　dk = Ck /C0 =

(d1λ
k
1+ d2λ

k
2 ) /(d1 + d2 ) = f 1λ

k
1 + f 2λ

k
2 ( 13)

式中: f 1= d1 /( d1+ d2 ) ; f 2= d2 / (d1+ d2 )

根据式 ( 11) , 由不同的模型参数 H1 , H2 , 可以

得到 λ1 , λ2的几种取值情况。当 (H
2
1+ 4H2 )≥ 0时 ,

λ1 , λ2为实数 , 否则为复数。取实数时λ2又可能为

正数或负数。 因此 dk 可改写为如下几种形式:

　　dk = f 1e- k|lnλ
1
|+ f 2 e- k|lnλ

2
|

θ< λ1≤ 1, θ≤λ2≤ 1 ( 14)

dk = f 1e
- k|lnλ

1
|
+ f 2 e

- k|lnλ
2
|
coskπ

θ< λ1≤ 1, - 1≤λ2≤θ ( 15)

dk = e- kT( cosUk + bsinUk )

λ1 , λ2为复数 , 且|λ1|≤ 1, |λ2|≤ 1, T, U, b为由

H1 , H2 , θ1决定的正实数 ( 16)

　　由此可知 , 线性模型为 ARM A( 2, 1)型的平稳

随机过程或序列 , 其自相关函数 (相关系数 )可有以

下几种型式: ( 1)二个单指数衰减函数的加权和 ;

( 2)一个单指数衰减函数和一个指数余弦函数的加

权和 ; ( 3)指数余弦指数正弦型。

由 ( 14) , ( 15)式可见 , 对第 ( 1) , ( 2)两种相关

型式 , 自相关函数实际上是两独立马尔科夫过程相

关函数的加权和 , 因此具有这二种相关型式的随机

过程描绘的是两独立马尔科夫过程的组合。

图 3为几组 ARM A( 2, 1)模型的自相关函数曲

线。

2. 3　 AR( 2) , ARM A( 1, 1) , MA( 1)模型

AR( 1) , AR( 2) , ARM A( 1, 1) , MA( 1)均可

认为是 ARMA( 2, 1)的特例。如 ARM A( 2, 1)中:

H2= θ1= 0时 , 退化为 AR( 1)型 ;θ1= 0时 , 退化为

AR( 2)型 ;H2= 0时 , 退化为 ARM A( 1, 1)型 ;H1=

H2= 0时 , 退化为 MA( 1)型 ;

2. 4　 ARM A( 1, 2)模型

经推导得

G0 = 1, G1 = H1 - (ν1 + ν2 ) ,

Gj = Hj
1 - (ν1ν2 )Hj- 1

1 + ν1ν2Hj- 2
1 　 ( j≥ 2)

式中V1 ,V2= (θ1± (θ21+ 4θ2 ) ) /2

dk = A1H
k+ 1
1 + A2H

k
1 + A3H

k- 1
1 + A4H

k- 2
1 +

A5Hk- 3
1 + A6Hk- 4

1 ( 17)

其中 A1 , A2 , … , A6是由模型参数决定的系数:

A1= (e2a /e2 ) [H1- (ν1+ ν2 ) ]; A2= (e2a /e2 ) { 1- [H1 -

(ν1+ ν2 ) ] (ν1+ ν2 )+ H
4
1 /( 1-H

2
1 ) }; A3= (e

2
a /e

2
) { [H1

- (ν1+ ν2 ) ]ν1ν2 - (ν1+ ν2 ) - 2H
4
1 (ν1+ ν2 ) / ( 1- H

2
1 ) };

A4= (e
2
a /e

2
) {ν1ν2+ H

4
1 [2ν1ν2+ (ν1+ ν2 )

2
] / ( 1- H

2
1 ) };

A5= (e
2
a /e

2 ) { - 2H
4
1ν1ν2 (ν1+ ν2 ) / ( 1- H

2
1 ) }; A6= (e

2
a /

e2 ) {H4
1ν21ν22 /( 1-H2

1 ) }。

由 ( 17)式可以看出 , ARMA ( 1, 2)模型与

ARMA( 2, 1)模型相似 , 其自相关函数亦具有几种

型式 , 且亦为单指数、 指数余弦、 指数余弦指数正

弦三种相关型式的组合。

3　土性随机过程相关函数

土性随机过程比较复杂 , 其线性模型如要精确

可能需要有较高的阶数 , 如 AR( 4) , ARM A( 4, 2) ,

M A( 4)等 , 但用 AR( 1) , AR( 2) , ARM A( 2, 1) ,

ARMA ( 1, 2) , MA( 1) , M A( 2) , ARMA( 1, 1)几

种低阶模型可以近似地模拟 (这样的近似模型应可

以用于孔间地质特征推断或孔外特征估计 )。

同样 , 土性自相关亦有各种形式 , 但用所拟合

线性模型的相关函数亦能比较准确地近似 , 也就是

如上说的 , 可以用单指数、 指数余弦、 指数余弦指
数正弦三种相关模型的加权和近似。

但实用起来这样作仍很复杂 , 还需简化。土性

自相关函数应选用一二种简便且有一定准确度并有

比较广泛代表性的函数形式 (所谓代表性是指不同

的场地、 不同的土层、 不同的土性指标 )。

Vanmarcke建议的几种土性自相关函数型式

为: 单指数、双指数、三角形、二次自动回归、指数

余弦、 指数余弦指数正弦
[ 3]
。从以上不很全面的理

论推导可以看出 , Vanmarcke的建议是有其理论根

据的 , 同时可见这几种是近似的。

目前比较常用的是单指数型 , 对于高斯平稳随

机过程 , 由于只有马尔科夫过程的自相关函数才是

单指数型 , 因此这种型式的相关函数严格说只有一

定的代表性。

指数余弦型表达式比单指数型略为复杂 , 它能

反映当两点间距增大到一定程度呈现负相关的情

况 , 因此有更好的适用性和代表性。单指数型可视

为指数余弦型的特例。当 cosUf中的U= 0时 , 指数

余弦型即退化为单指数型。

在图 3中 , 用单指数型、 指数余弦型近似模拟

34 长江科学院院报 1996年



ARM A( 2, 1)模型的相关函数 , 可见近似程度是比

较好的。

①:H1= 0. 85,H2= - 0. 04,θ1= 0. 4

“—— ”表示d(k )= e- 0. 314k

“- - - ”表示d(k )= 0. 687e0. 223k+ 0. 313e- 2. 223k

②:H1= 1. 3,H2= - 0. 4,θ1= 0. 4

“—— ”表示d(k )= e- 0. 20k

“- - - ”表示d(k )= 1. 164e- 0. 223k - 0. 184e- 0.593k

③:H1= 1. 4,H2= - 0. 59,θ1= 0. 55

“—— ”表示d(k )= cos0. 314k· e- 0. 22k

“- - - ”表示d(k )= e- 0. 254k ( cos0. 424k+ 0. 642sin0. 42k )

④:H1= 1. 5,H2= - 0. 6,θ1= - 0. 5

“—— ”表示d(k )= e- 0. 15k cos0. 165k

“- - - ”表示d(k )= e- 0. 255k ( cos0. 253k+ 1. 025sin0. 253k )

(实线为模拟曲线 )

图 3　几组 ARM A( 2, 1)模型的自相关函数曲线

土性的变异比较复杂 , 在不同地区、 不同的土

类、甚或不同的土性指标 , 其自相关可能有各种型

式 , 且不规则 , 再加上钻探工具、 测试手段的极不

完善 , 根据土性测值计算得到的自相关曲线 , 可能

不单独符合任何一种典型模型 , 而是几种模型的组

合。针对这种情况 , 有必要进行去粗取精、 去伪存

真的平滑处理 , 并尽量以最简单的模型拟合实际的

相关函数曲线。比较而言 , 单指数型和余弦指数型

是二种便于采用、 近似程度较好的模型。

4　算　例

图 4为一静力触探曲线 , 采样间距 Δh =

0. 30m , 样本点数 N = 59, 计算得其自相关函数如

图 5中实线所示。

图 5　自相关函数

　　经判别该土性过程为 AR( 2 )模型 , H1 =

- 0. 172, H2= 0. 253

线性模型

qh= 15- 0. 172qh - 0. 3+ 0. 253qh - 0. 6+ at

该线型模型的相关函数

dk = 0. 359· 0. 421k+ 0. 641· ( - 0. 593)k

= 0. 359e- 0. 865k+ 0. 641coskπ· e- 0. 523k

将其绘于图 5如虚线表示 , 可以认为与实际相关曲

线是足够近似的。

从图 5可见 , 相比之下用指数余弦模拟实际相
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关曲线精度要稍高一些 , 但显然有一定误差。
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